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w e s e n , w a s m a n e i n e n m a t h e m a t i s c h e n P h y s i k e r n e n n t . I n e i n e r Z e i t , 
w o d i e F o r t s c h r i t t e , w e l c h e a u s d e r A n w e n d u n g m o l e k u l a r - p h y s i k a l i s c h e r 
H y p o t h e s e n i n d e n v e r s c h i e d e n s t e n Z w e i g e n d e r m a t h e m a t i s c h e n P h y s i k 
h e r v o r g e g a n g e n , n o c h i n f r i s c h e m A n d e n k e n s t a n d e n , b l i e b e n i h m m o l e -
k u l a r - t h e o r e t i s c h e A n s i c h t e n ü b e r h a u p t f r e m d . D e r A n a l y s e b e d i e n t e 
e r s i c h n u r , u m d a s G e s t a l t l i c h e d e r p h y s i k a l i s c h e n V e r h ä l t n i s s e r e i n 
h e r v o r h e b e n u n d e i n f a c h m i t B e k a n n t e m i n Z u s a m m e n h a n g b r i n g e n z u 
k ö n n e n ; e i n e A n w e n d u n g d e r M a t h e m a t i k a u f p h y s i k a l i s c h e G e g e n -
s t ä n d e , w e l c h e , förderlich u n d i n t e r e s s a n t , w i e s ie i s t , g ä n z l i c h f e m l i e g t 
d e n V e r s u c h e n d e r m a t h e m a t i s c h e n S p e c u l a t i o n , p h y s i k a l i s c h e D i s c i p l i n e n 
V O n e i n f a c h e n H y p o t h e s e n a u s g e h e n d d u r c h r e i n e A n a l y s e a p r i o r i s t i s c h 
z u b e g r ü n d e n . , . 
W e n n m a n t i e f e r i n d a s W e s e n v o n P l ü c k e r s T h ä t i g k e i t e i n d r i n g t , 
s o e r s i e h t m a n , d a s s d a s B e s o n d e r e s e i n e s p h y s i k a l i s c h e n S t r e b e n s m i t 
d e n E i g e n t ü m l i c h k e i t e n s e i n e s m a t h e m a t i s c h e n S c h a f f e n s a u f e i n e g e -
m e i n s a m e Q u e l l e z u r ü c k f ü h r t . P l ü c k e r w a r e i n e w e s e n t l i c h u n d e m i n e n t 
p r o d u c t i v e N a t u r . S e i n e g a n z e D e n k w e i s e , m e h r p r o d u c i r e n d a l s a n a -
l y s i r e n d , g e w ä h r t e i h m d i e v o l l e F r e u d e a n d e m R e i c h t h u m n e u e r G e -
s t a l t e n u n d G e b i l d e , w e l c h e d i e F r u c h t b a r k e i t s e i n e r P h a n t a s i e u n e r -
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s c h ö p f l i c h i h m z u f ü h r t e . U n d w i e d i e F r e u d e a n d e r G e s t a l t i m h ö h e r e n 
S i n n e es i s t , w e l c h e d e n G e o m e t e r m a c h t , so w a r s i e a u c h d i e Q u e l l e 
s e i n e r p h y s i k a l i s c h e n U n t e r s u c h u n g e n . D i e g a n z e A r t s e i n e r A r b e i t e n 
m P h y s i k u n d M a t h e m a t i k w a r h i e r d u r c h z u e i n e r b e s t i m m t e n W e i s e 
g e d r ä n g t , w e l c h e u m s o m e h r h e r v o r g e h o b e n w e r d e n m a g , a ls s i e n i c h t 
n u r f ü r P l ü c k e r , s o n d e r n f ü r e i n e g a n z e g r o s s e u n d w i c h t i g e S e i t e w i s -
s e n s c h a f t l i c h e r F o r s c h u n g c h a r a c t e r i s t i s c h i s t . E s k a n n d i e F o r s c h u n g 
v o n b e s t i m m t e n P r o b l e m e n a u s g e h e n , d e r e n W i c h t i g k e i t säe e r k a n n t h a t , 
d e r e n L ö s u n g m i t a l l e n K r ä f t e n m e h r o d e r w e n i g e r d i r e c t a n g e s t r e b t 
w i r d . A b e r e b e n s o b e r e c h t i g t i s t d i e a n d e r e A r t d e r F o r s c h u n g , w e l c h e 
s i c h n u r d a s G e b i e t i h r e r T h ä t i g k e i t w ä h l t , i n d i e s e m a b e r f r e i e U m -
s c h a u h ä l t , u n d , e n t g e g e n g e s e t z t d e r e r s t e n , n a c h P r o b l e m e n s p ä h t , d e r e n 
L ö s u n g s i c h e r m ö g l i c h e . U e b e r d e n r e l a t i v e n W e r t h , d i e s e r F o r s c h u n g s -
m e t h o d e n w e r d e n v e r s c h i e d e n e I n d i v i d u a l i t ä t e n i m m e r v e r s c h i e d e n e r A n -
s i c h t s e i n . W e n n d i e e r s t e r e z u g r ö s s e r e r V e r t i e f u n g f ü h r e n k a n n , so 
i s t s i e a u c h d e r U n f r u c h t b a r k e i t n u r z u l e i c h t a u s g e s e t z t . D e r a n d e r n 
s c h u l d e t m a n D a n k f ü r d i e E r w e r b u n g g r o s s e r u n d n e u e r G e b i e t e ; w o -
b e i d e n n i m E i n z e l n e n V i e l e s d e r e r s t e m M e t h o d e z u e r g r ü n d e n u n d z u 
b e g r e n z e n v e r b l e i b e n m a g . N a c h d e m O b i g e n w i r d m a n l e i c h t e i n s e h e n , 
d a s s es d i e z w e i t e W e i s e d e r F o r s c h u n g w a r , w e l c h e P l ü c k e r c o n s e q u e n t 
u n d m i t B e w u s s t s e i n ü b t e , w e l c h e r e r d e n U m f a n g u n d d i e M a n n i g f a l -
t i g k e i t s e i n e r R e s u l t a t e v e r d a n k t . 
M a n k a n n n i c h t v e r k e n n e n , d a s s d i e s e A r t s e i n e r g e i s t i g e n A n l a g e 
u n d R i c h t u n g z u g l e i c h d i e G r ö s s e w i e d i e B e g r e n z u n g a u c h s e i n e r g e o -
m e t r i s c h e n T h ä t i g k e i t b e g r ü n d e t . K e i n e r , s e l b s t d e r i h m i n v i e l e r B e -
z i e h u n g v e r w a n d t e S t e i n e r , i s t r e i c h e r a n A n r e g u n g e n , a n n e u e n G e -
s i c h t s p u n c t e n , a n b i s h e r u n b e k a n n t e n G e g e n s t ä n d e n u n d H ü l f s m i t t e l n 
d e r g e o m e t r i s c h e n S p e c u l a t i o n . D i e F ü l l e s e i n e r n e u e n A n s c h a u u n g e n 
u n d E r f a h r u n g e n d r ä n g t e i h n s o f o r t z u a u s f ü h r l i c h e n D a r l e g u n g e n , w o -
v o n s e c h s g r ö s s e r e g e o m e t r i s c h e W e r k e Z e u g n i s s a b l e g e n . A b e r n i c h t 
i m m e r v e r m o c h t e e r d i e s i c h i h m a u f d r ä n g e n d e F l u t h v o n E r s c h e i n u n g e n 
v ö l l i g z u b e h e r r s c h e n ; u n d so m a c h e n h ä u f i g d i e k u r z e n u n d k n a p p e n 
D a r l e g u n g e n , d u r c h w e l c h e e r i n . J o u r n a l e n g e l e g e n t l i c h d e m P u b l i k u m 
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d e n K e r n s e i n e r E n t d e c k u n g e n b e k a n n t m a c h t e , e i n e n o r g a n i s c h e r e n 
u n d f e r t i g e r e n E i n d r u c k a l s j e n e g r o s s e n u n d a u s f ü h r l i c h e n W e r k e . S o 
v e r f ü h r t e i h n d i e L e i c h t i g k e i t s e i n e r P r o d u c t i o n b i s w e i l e n z u I r r t h ü m e r n , 
w e l c h e n u r d e r u n g e s c h e h e n w ü n s c h e n k a n n , d e r n i c h t d i e i h n e n 
m i t d e n g r ö s s t e n V o r z ü g e n g e m e i n s a m e Q u e l l e e r k e n n t ; I r r t h ü m e r , 
w e l c h e o h n e d i e s d e r V e r l a u f der W i s s e n s c h a f t n i e m a l s v e r f e h l t , b a l d z u 
b e r i c h t i g e n . W e r , w i e i c h s e l b s t , G e l e g e n h e i t h a t t e , P l ü c k e r w ä h r e n d 
r e g e r g e o m e t r i s c h e r P r o d u c t i o n z u k e n n e n u n d a n d e r E n t w i c k l u n g s e i n e r 
I d e e n T h e i l n e h m e n z u d ü r f e n , e r s t a u n t e ü b e r d e n ß e i c h t h u m u n d d i e 
M a n n i g f a l t i g k e i t d e r s e l b e n . M a n w i r d s i c h n i c h t w u n d e r n d ü r f e n , w e n n 
s ie a u c h i h m b i s w e i l e n z u m ä c h t i g w u r d e n , u n d d i e g l e i c h s a m d u r c h 
I n t u i t i o n s c h n e l l e r w o r b e n e n R e s u l t a t e i n e i n i g e n e i n z e l n e n F ä l l e n d i e 
P r o b e d e r r u h i g e n U n t e r s u c h u n g n i c h t b e s t a n d e n . 
I n g e n a u e m Z u s a m m e n h a n g e h i e r m i t s t e h t d e r U m s t a n d , d a s s 
P l ü c k e r d i e g l e i c h z e i t i g e L i t e r a t u r v e r h ä l t n i s s m ä s s i g w e n i g b e r ü c k s i c h t i g t e . 
S o k o n n t e e s i n e i n z e l n e n F ä l l e n g e s c h e h e n , d a s s i h m U n t e r s u c h u n g e n 
A n d e r e r , w e l c h e z u d e n s e i n i g e n i n B e z i e h u n g s t a n d e n , u n b e k a n n t b l i e -
b e n , u n d d a s s er z u w e i l e n v o n n e u e m f a n d u n d a l s d a s s e i n i g e b e t r a c h -
te te , ' w a s A n d e r e v o r i h m b e r e i t s a u s g e s p r o c h e n h a t t e n . E r . d u r f t e s i c h ' 
d a m i t t r ö s t e n , d a s s ö f t e r das e n t g e g e n g e s e t z t e g e s c h a h , u n d a n d r e G e o -
m e t e r s i c h E n t d e c k u n g e n z u s c h r i e b e n , w e l c h e P l ü c k e r l ä n g s t v o r i h n e n 
g e m a c h t . 
D i e D a r s t e l l u n g v o n P l ü c k e r s g e o m e t r i s c h e r T h ä t i g k e i t b i e t e t e i n e n 
V o r z u g , w e l c h e r b e i N e k r o l o g e n n u r s e l t e n a u f t r i t t . D e r g r ö s s t e T h e i l 
s e i n e s g e o m e t r i s c h e n W i r k e n s g e h ö r t b e r e i t s d e r G e s c h i c h t e a n , u n d h a t ' 
r e i c h l i c h F r u c h t g e t r a g e n , a n d e r m a n S t a m m u n d W u r z e l e r k e n n e n 
m a g B e r e i t s e i n V i e r t e l j a h r h u n d e r t i s t v e r f l o s s e n , s e i t d e m v o r d e r e n t -
s c h i e d e n e n W e n d u n g z u r P h y s i k s e i n e l e t z t e A r b e i t e r s c h i e n . N u r d i e 
v e r h ä l t n i s s m ä s s i g k u r z e Z e i t , i n w e l c h e r er d e r G e o m e t r i e s i c h a b e r m a l s 
z u w a n d t e , i s t u n s g a n z n a h e g e r ü c k t ; u n d a u c h f ü r d i e s e T h ä t i g k e i t l i e -
g e n d i e K e i m e i n d e n U n t e r s u c h u n g e n d e r f r ü h e r n P e r i o d e . 
F r e i l i c h b e d i n g t d e r e r w ä h n t e U m s t a n d e i n e n z w e i t e n , u m d e s s e n ' 
w i l l e n P l ü c k e r s A r b e i t e n n i c h t m e h r s o v i e l g e l e s e n w e r d e n , a l s s i e n a c h 
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I n h a l t u n d M e t h o d e es v e r d i e n e n . D i e a n a l y t i s c h e G e s t a l t , i n w e l c h e r 
s e i n e U n t e r s u c h u n g e n a u f t r e t e n , b e s i t z t o f t n o c h n i c h t j e n e d e r N a t u r 
d e r a l g e b r a i s c h e n P r o b l e m e a n g e p a s s t e e l e g a n t e F o r m , a n w e l c h e w i r , 
i n s b e s o n d e r e s e i t H e s s e , g e w ö h n t s i n d . P l ü c k e r s R e c h n u n g e n t r a g e n 
z u m T h e i l a u f f a l l e n d d e n S t e m p e l d e s b l o s s e n H ü l f s m i t t e l s f ü r d i e D a r -
l e g u n g g e o m e t r i s c h e r V e r h ä l t n i s s e . D a s s d i e a l g e b r a i s c h e n Z u s a m m e n -
h ä n g e f ü r s i c h e i n i n n e r e s I n t e r e s s e h a b e n , u n d e i n e a d ä q u a t e D a r s t e l -
l u n g e r f o r d e r n , k o n n t e e r s t e i n e r G e n e r a t i o n z u m B e w u s s t s e i n g e l a n g e n , 
w e l c h e s i c h d e r , g r o s s e n t h e i l s v o n P l ü c k e r s e l b s t , n e u e r w o r b e n e n G e -
b i l d e u n d M e t h o d e n g e w o h n h e i t s m ä s s i g b e d i e n t e . 
A b e r e s k a n n a n d r e r s e i t s n i c h t g e n u g h e r v o r g e h o b e n w e r d e n , w e l c h e 
V e r d i e n s t e P l ü c k e r s i c h d a d u r c h e r w o r b e n h a t , d a s s e r z u e r s t e i n s p e -
c i f i s c h g e o m e t r i s c h e s G e b i e t , u n d z w a r e i n e s , w e l c h e s v o l l s t ä n d i g d e r 
s y n t h e t i s c h e n R i c h t u n g d e r G e o m e t r i e a n z u g e h ö r e n s c h i e n , c o n s e q u e n t i n 
e i n a n a l y t i s c h e s G e w a n d z u k l e i d e n u n t e r n a h m . E s w u r d e h i e r d u r c h 
s o w o h l d e r G r u n d f ü r d i e k l a s s i s c h e n U n t e r s u c h u n g e n v o n H e s s e g e l e g t , 
w i e f ü r d i e g a n z e D i s c i p l i n d e r n e u e r n A l g e b r a , u n d d i e w e i t v e r z w e i g t e n 
g e o m e t r i s c h - a l g e b r a i s c h e n U n t e r s u c h u n g e n , w e l c h e d a m i t i n Z u s a m m e n -
h a n g s t e h e n . F ü r d i e Z e i t , i n w e l c h e r P l ü c k e r m i t s e i n e n A r b e i t e n h e r -
v o r t r a t , w a r es a u s s e r d e m e i n w e s e n t l i c h e s M o m e n t , d a s s g e w i s s e B e g r i f f e , 
d e r e n d i e s y n t h e t i s c h e G e o m e t r i e s i c h n o c h n i c h t v o l l s t ä n d i g h a t t e b e -
m ä c h t i g e n k ö n n e n , i n a n a l y t i s c h e m G e w ä n d e z u e r s t v ö l l i g d e u t l i c h z u 
m a c h e n w a r e n . I c h r e c h n e d a h i n d e n B e g r i f f d e r a l l g e m e i n e n C u r v e n 
u n d O b e r f l ä c h e n , w e l c h e r a u f r e i n s y n t h e t i s c h e m W e g e e r s t v i e l s p ä t e r 
d u r c h G r a s s m a n n s t i e f s i n n i g e A r b e i t e n e r s c h l o s s e n w u r d e * ) ( 1 8 4 4 , A u s -
d e h n u n g s l e h r e ) . D a h i n r e c h n e i c h f e r n e r d a s I m a g i n ä r e , w e l c h e s i n e i n e r 
* ) Le ider sind d ie schönen Arbe i ten dieses höchst bedeutenden Geometers 
noch immer wenig gekannt ; was woh l hauptsächl ich dem Umstände zuzuschreiben 
ist , dass in der Darste l lung Grassmanns diese geometrischen Resul tate a ls Corol lare 
viel al lgemeinerer und sehr abstracter Untersuchungen auf treten, d ie in ihrer unge-
wöhnl ichen F o r m dem Leser nicht unerhebl iche Schwierigkeiten bereiten. 
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g e w i s s e n m y s t e r i ö s e n W e i s e i n d e r G e o m e t r i e s i c h u n a u f h ö r l i c h b e m e r k e n 
H e s s , u n d e r s t i n d e r I d e n t i t ä t d e r s y n t h e t i s c h e n G r u n d o p e r a t i o n e n m i t g e -
w i s s e n e i n f a c h e n a l g e b r a i s c h e n V e r f a h r u n g s w e i s e n a u f e i n e e i n f a c h e u n d 
n o t h w e n d i g e A r t E r k l ä r u n g s e i n e s A u f t r e t e n s u n d s e i n e r S t e l l u n g f a n d * ) . 
A u c h d i e s e s w u r d e e r s t v i e l s p ä t e r , d u r c h v . S t a u d t , d e r r e i n s y n t h e t i -
s c h e n M e t h o d e i n s t r e n g e r W e i s e z u g ä n g l i c h g e m a c h t . 
I n d e m s i c h d i e a n a l y t i s c h e G e o m e t r i e a u f s o l c h e W e i s e m i t e i n e m 
w i r k l i c h e n u n d a u s d e r N a t u r i h r e s W e s e n s e n t s p r i n g e n d e n I n h a l t e e r f ü l l t e , 
h a t . s i e s i c h s c h l i e s s l i c h a l s F u n d a m e n t a u c h a n d e r e r , s c h e i n b a r g a n z h e t e -
r o g e n e r G e b i e t e e n t h ü l l t , u n d d a m i t e i n e i m m e r g r ö s s e r e B e d e u t u n g f ü r 
d i e G e s a m m t h e i t d e r m a t h e m a t i s c h e n D i s c i p l i n e n e r h a l t e n . E s w a r e i n e r 
n e u e r e n E n t w i c k l u n g d i e E i n s i c h t v o r b e h a l t e n , d a s s s c h l i e s s l i c h d i e a l -
g e b r a i s c h e n F u n c t i o n e n d i e e i n z i g e n v ö l l i g b e g r i f f e n e n s i n d , a l l e w i c h t i -
g e n ü b r i g e n s b e t r a c h t e t e n F u n c t i o n e n d e m B o d e n d e r A l g e b r a e n t s p r i e s -
s e n , u n d d a s s s e l b s t d i e A b e l s c h e n F u n c t i o n e n n u r A u s f l ü s s e d e r B e -
t r a c h t u n g e n s i n d , a u f w e l c h e d i e U n t e r s u c h u n g d e r a l g e b r a i s c h e n C u r v e 
g e f ü h r t h a t . — 
W i e i m E i n g a n g e d i e m a t h e m a t i s c h e n Z u s t ä n d e i n D e u t s c h l a n d i n 
d e n e r s t e n D e c e n n i e n d i e s e s J a h r h u n d e r t s g e s c h i l d e r t w u r d e n , w a r d e r 
A n s c h l u s s g e o m e t r i s c h e r F o r s c h u n g a n d i e U n t e r s u c h u n g e n f r a n z ö s i s c h e r 
M a t h e m a t i k e r m i t N o t w e n d i g k e i t g e g e b e n . W i r m ü s s e n i n u n s e r e r 
D a r s t e l l u n g h i e r d e r V e r s t ä n d l i c h k e i t w e g e n e t w a s w e i t e r z u r ü c k g r e i f e n . 
B e i d e r W i e d e r b e l e b u n g g e o m e t r i s c h e r S p e c u l a t i o n i m 1 6 . J a h r h u n d e r t 
w a r e n es z u n ä c h s t d i e A l t e n , a n w e l c h e m a n w i e d e r a n k n ü p f t e ; u n d 
e s b e d u r f t e e i n i g e r Z e i t , e h e m a n i m S t a n d e w a r , n a c h g e o m e t r i s c h e r 
S e i t e ü b e r s i e h i n a u s z u g e h e n . V o n E i n z e l h e i t e n a b g e s e h e n , w a r e n es 
v o r A l l e n D e s a r g u e s u n d P a s c a l , d e r e n g e o m e t r i s c h e A r b e i t e n e i n e n e u e 
u n d s e l b s t s t ä n d i g e W e n d u n g a n z e i g t e n ; e i n e W e n d u n g , w e l c h e z u d e r 
h e u t i g e n F o r m d e r s y n t h e t i s c h e n G e o m e t r i e z u f ü h r e n b e s t i m m t w a r . 
D i e G r u n d l a g e n d i e s e r U n t e r s u c h u n g e n w a r e n z w a r d e n s p ä t e m E p o c h e n 
d e r a n t i k e n G e o m e t r i e n i c h t d u r c h a u s f r e m d , h a t t e n a b e r d o c h i m A l t e r -
*) Man vergleiche die Auseinandersetzung, welche P lücker in der Vorrede des 
zweiten Bandes der »Analyt isch-geometrischen Entwicke lungen« gegeben hat. 
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t h u m e e i n e e n t s c h i e d e n e u n d p r i n c i p i e l l e s e l b s t s t ä n d i g e E n t w i c k l u n g n i c h t 
finden k ö n n e n . D a s E n d e d e s 1 7 . u n d d e r g r ö s s e r e T h e i l d e s 18 . J a h r h u n -
d e r t s h a t t e a n d r e A u f g a b e n z u l ö s e n , w e l c h e d i e s e Z e i t v o l l a u f b e s c h ä f t i g t e n . 
D e n n es w a r z u n ä c h s t d a s r e i n T e c h n i s c h e d e r C a r t e s i s c h e n a n a l y t i s c h e n 
G e o m e t r i e z u e n t w i c k e l n ; s o d a n n a b e r t r a t n e b e n d e r D i f f e r e n t i a l - u n d 
I n t e g r a l r e c h n u n g d i e E n t w i c k l u n g d e r M e c h a n i k i n d e n V o r d e r g r u n d , 
w e l c h e r i n j e n e r Z e i t g r o s s e n t h e i l s d i e R o l l e d e r a n s c h a u u n g s m ä s s i g e n 
M a t h e m a t i k z u f i e l , d i e i n a n d e r n E p o c h e n d u r c h g e o m e t r i s c h e S p e c u l a t i o n 
v e r t r e t e n w u r d e . A b e r a m E n d e d e s v o r i g e n J a h r h u n d e r t s f i n d e n w i r 
C a r n o t u n m i t t e l b a r a n j e n e a l t e r n G e o m e t e r a n k n ü p f e n d . B e i i h m t r i t t 
d a s B e s t r e b e n , L a g e n v e r h ä l t n i s s e a l l e i n z u b e t r a c h t e n u n d a l l e s M e t r i s c h e 
a u s z u s c h e i d e n , n o c h n i c h t s o r e i n h e r v o r , w i e s p ä t e r b e i P o n c e l e t u n d 
A n d e r n , e i n B e s t r e b e n , w e l c h e s e n d l i c h z u r A u f l ö s u n g d e s M e t r i s c h e n i n 
p r o j e c t i v i s c h e B e g r i f f e f ü h r e n s o l l t e ; d o c h e r k e n n t m a n l e i c h t d e n h a l b u n -
b e w u s s t e n Z u g , w e l c h e r d e m j e n i g e n e n t g e g e n t r e i b t , w a s w i r h e u t e u n t e r 
p r o j e c t i v i s c h e r G e o m e t r i e v e r s t e h e n ; e i n N a m e , d e r b e s s e r a l s d i e n u r a u f 
d i e E o r m d e r D a r s t e l l u n g b e z ü g l i c h e n N a m e n d e r s y n t h e t i s c h e n u n d d e r 
a n a l y t i s c h e n G e o m e t r i e d a s W e s e n d e r S a c h e u n d d e n G e s i c h t s p u n c t b e -
z e i c h n e t , u n t e r w e l c h e m t h a t s ä c h l i c h d i e s e b e i d e n f r ü h e r g e s o n d e r t e n 
D i s c i p l i n e n s i c h v e r e i n i g t h a b e n . 
A u f d i e w e i t e r e E n t w i c k l u n g d e r G e o m e t r i e h a t n i e m a n d m e h r 
E i n f T u s s g e h a b t , a l s M o n g e . E r v e r s t a n d e s , g e o m e t r i s c h e s I n t e r e s s e 
ü b e r h a u p t i n w e i t e r n K r e i s e n z u w e c k e n ; s e i n e U n t e r s u c h u n g e n ü b e r d i e 
A n w e n d u n g d e r G e o m e t r i e a u f G e g e n s t ä n d e d e r A n a l y s i s z e i g t e d i e F r u c h t -
b a r k e i t d i e s e r l a n g e v e r n a c h l ä s s i g t e n D i s c i p l i n a u c h b e z ü g l i c h s c h e i n b a r 
g a n z h e t e r o g e n e r G e b i e t e . S e i n e S c h ü l e r , g a n z e r f ü l l t v o n w a h r h a f t g e -
o m e t r i s c h e m S i n n e , v e r m o c h t e n es , d i e n e u e n G e d a n k e n i n p r i n c i p i e l l e r 
W e i s e z u e r f a s s e n u n d u m z u g e s t a l t e n . W ä h r e n d e i n T h e i l d e r s e l b e n 
s i c h i n M o n g e ' s S i n n e d e r A n w e n d u n g d e r A n a l y s i s a u f g e w i s s e m e -
t r i s c h e P r o b l e m e z u w a n d t e , v e r f o l g t e n a n d e r e r e i n p r o j e c t i v i s c h e B e t r a c h -
t u n g e n . A u s d i e s e n s o l l t e s i c h j e n e r C h a r a c t e r d e s O r g a n i s c h e n e n t -
w i c k e l n , w e l c h e r d i e n e u e r e G e o m e t r i e a u s z e i c h n e t , u n d s i e a l s so g a n z 
v e r s c h i e d e n v o n d e r G e o m e t r i e d e r A l t e n e r s c h e i n e n l ä s s t . 
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E s w a r P o n c e l e t * ) , w e l c h e r z u e r s t e i n e p r o j e c t i v i s c h e G e o m e t r i e 
s c h u f , w e l c h e d e r j e t z i g e n G e s t a l t d e r G e o m e t r i e s e h r n a h e k o m m t . B e i 
i h m t r e t e n d i e r e i n e n L a g e n v e r h ä l t n i s s e a l s s o l c h e d e u t l i c h h e r v o r ; e i n g r o s -
s e s u n d f ü r d i e G e s t a l t u n g d e r W i s s e n s c h a f t f u n d a m e n t a l e s P r i n c i p , d a s d e r 
D u a l i t ä t , w u r d e v o n P o n c e l e t u n d G e r g o n n e , i n W e t t e i f e r u n d S t r e i t , 
g e g r ü n d e t , b e l e u c h t e t u n d s e i n e m w a h r e n A u s d r u c k e e n t g e g e n g e f a h r t . 
U e b e r h a u p t finden s i c h b e i P o n c e l e t s c h o n d i e m e i s t e n d e r j e n i g e n M o -
m e n t e v o r , w e l c h e s p ä t e r z u d e n p r i n c i p i e l l e n G r u n d l a g e n d e r G e o m e t r i e 
g e m a c h t w u r d e n , n u r n i c h t s c h o n a l s P r i n c i p i e n h e r v o r g e h o b e n ; s o d e r 
B e g r i f f d e s D o p p e l v e r h ä l t n i s s e s , d e r V e r w a n d t s c h a f t . S e l b s t e i n e h ö h e r e 
V e r w a n d t s c h a f t , d i e q u a d r a t i s c h e , f i n d e t s i c h s c h o n b e i d i e s e m a u s g e -
z e i c h n e t e n G e o m e t e r a n g e d e u t e t , w e n n a u c h o h n e B e w u s s t s e i n d e s a l l -
g e m e i n e n g e d a n k l i c h e n I n h a l t s ( T r a i t e d e s p r o p r i e t e s p r o j e c t i v e s , e r s t e 
A u s g a b e , 1 8 2 2 , p . 1 9 8 , n . 3 7 0 ) . 
D i e I d e e n , w e l c h e P l ü c k e r i n s e i n e r e r s t e n g r ö s s e r n S c h r i f t ( A n a l y -
t i s c h - g e o m e t r i s c h e E n t w i d m u n g e n , 1. T h e i l , 1 8 2 8 , d e m D a t u m d e r V o r -
r e d e n a c h i m S e p t e m b e r 1 8 2 7 b e e n d e t ) e n t w i c k e l t , k n ü p f e n s e i n e r e i g e n e n 
A n g a b e n a c h a n d i e e l e g a n t e n M e t h o d e n a n , v e r m ö g e d e r e n G e r g o n n e 
( B a n d V I I s e i n e r A n n a l e n ) d i e b e k a n n t e n B e r ü h r u n g s a u f g a b e n d e r K r e i s e 
b e h a n d e l t h a t t e . A u s G e r g o n n e ' s M e t h o d e n e n t s p r a n g P l ü c k e r s 
n e u e s H ü l f s m i t t e l , w e l c h e s e r z u n ä c h s t f ü r d i e B e h a n d l u n g l i n e a r e r G l e i -
c h u n g a l s n e u e s P r i n c i p e i n f ü h r t e , d i e M e t h o d e d e r a b g e k ü r z t e n 
B e z e i c h n u n g . E r b e h a n d e l t e m i t H ü l f e d e r s e l b e n i n d e m e r w ä h n t e n 
B a n d e d i e T h e o r i e d e r g e r a d e n L i n i e , d e s K r e i s e s u n d d e r K e g e l s c h n i t t e . 
D i e s e M e t h o d e , s o w e i t s ie i n d e m g e n a n n t e n e r s t e n P l ü c k e r s c h e n 
W e r k e e n t w i c k e l t i s t , w u r d e f a s t g l e i c h z e i t i g v o n B o b i l l i e r g e f u n d e n u n d 
d a r g e s t e l l t * * ) ( G e r g o n n e A n n a l e s B d . 1 8 , 1 8 2 7 - 2 8 , p . 3 2 0 ) , e i n U m -
*) Tra i te des proprietes projectives d c s F i g u r e s 1822; sur l a theorie des sur -
faces rec iproques , Gergonne Annales V I I I , 1 8 1 7 - 1 8 , Crelle Bd. I V , 1829; sur les 
centres moyennes harmoniques, Crel le Bd. I I I , 1828, etc. 
**) H iernach sind Angaben von Bertrand (Sur les t ravaux matli. et phys. de 
M . P lücker , J o u r n a l des Savants. 1867) und P a u l Be irat (Vorrede zu seiner Geometr ie 
de direction. 1869) zu berichtigen. 
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s t a n d , d u r c h w e l c h e n i h r e Z e i t g e m ä s s h e i t h i n l ä n g l i c h g e k e n n z e i c h n e t w i r d . 
A u c h d i e s e r t a l e n t v o l l e j u n g e G e o m e t e r s c h e i n t d i e A h s i c h t g e h a b t z u 
h a b e n , d i e M e t h o d e w e i t e r z u e n t w i c k e l n , w o r a n e i n f r ü h z e i t i g e r T o d 
i h n v e r h i n d e r t e . D a g e g e n k o n n t e P l ü c k e r a n d e r a l l m ä l i g e n A u s d e h n u n g 
u n d E r w e i t e r u n g d e r M e t h o d e a r b e i t e n , u n d d i e s e l b e a u c h a l s G r u n d l a g e 
f ü r d i e B e h a n d l u n g m a n n i g f a c h e r h ö h e r e r P r o b l e m e b e n u t z e n . A u f d i e s e 
W e i s e e n t s t a n d j e n e s e i g e n t h ü m l i c h e V e r f a h r e n , d i e G l e i c h u n g e i n e s 
G e b i l d e s a u s a b g e k ü r z t e n A u s d r ü c k e n z u s a m m e n z u s e t z e n u n d d a n n i n 
d i e s e r F o r m d e r G l e i c h u n g z u l e s e n , w o v o n P l ü c k e r u n t e r a n d e r m i n 
d e r T h e o r i e d e r C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g so s c h ö n e A n w e n d u n g e n g e -
g e b e n h a t . D i e s e M e t h o d e , w e l c h e ü b r i g e n s m i t d e r w e i t e r h i n z u b e -
s p r e c h e n d e n M e t h o d e d e r C o n s t a n t e n a b z ä h l u n g a u f s G e n a u e s t e z u s a m -
m e n h ä n g t , i s t j e t z t l ä n g s t G e m e i n g u t a l l e r G e o m e t e r g e w o r d e n , u n d 
m a n h a t a l l e U r s a c h e s i c h i h r e s U r h e b e r s m i t D a n k z u e r i n n e r n . 
U m d i e Z e i t , i n w e l c h e r d e r e r s t e B a n d d e r „ A n a l y t i s c h - g e o m e t r i s c h e n 
E n t w i c k e l u n g e n " e r s c h i e n , w u r d e P l ü c k e r i n d e n S t r e i t v o n G e r g o n n e 
u n d P o n c e l e t ü b e r d a s P r i n c i p d e r D u a l i t ä t v e r w i c k e l t , w a s i h m V e r a n l a s -
s u n g z u r K l ä r u n g d i e s e r f u n d a m e n t a l e n V e r h ä l t n i s s e u n d z u r E n t d e c k u n g 
e i n e s d e r w i c h t i g s t e n H ü l f s m i t t e l d e r a n a l y t i s c h e n G e o m e t r i e w u r d e . 
D i e T h e o r i e v o n P o l u n d P o l a r e i n B e z u g a u f e i n e n K e g e l s c h n i t t 
f ü h r t e P o n c e l e t z u e i n e r M e t h o d e , v e r m ö g e d e r e r a u s g e w i s s e n C l a s s e n 
v o n S ä t z e n i n d e r E b e n e i m m e r a n d e r e , p a r a l l e l e , a b g e l e i t e t w e r d e n 
k o n n t e n , i n d e m m a n n u r i n d e m A u s d r u c k e d e r e r s t e n S ä t z e g e w i s s e 
e i n f ü r a l l e M a l e f e s t s t e h e n d e V e r t a u s c h u n g e n v o r n a h m . E s b e r u h t e 
d i e s d a r a u f , d a s s d u r c h d e n K e g e l s c h n i t t s e l b s t j e d e m P u n c t e e i n e G e -
r a d e u n d u r n g e k e h r t z u g e o r d n e t w a r . H a t t e m a n n u n e i n e n S a t z , w e l c h e r 
r e i n a u f L a g e n v e r h ä l t n i s s e B e z ü g l i c h e s a u s s a g t e , u n d d e s s e n A u s d r u c k 
s i c h d a h e r i n e i n e F o r m f a s s e n H e s s , b e i w e l c h e m n u r v o m S c h n e i d e n 
g e r a d e r L i n i e n u n d v o m V e r b i n d e n v o n P u n c t e n d i e E e d e w a r , so 
f o l g t e v o n s e l b s t e i n z w e i t e r , b e i w e l c h e m d e m e r s t e m g e g e n ü b e r n u r 
i m m e r P u n c t u n d G e r a d e , S c h n i t t p u n c t u n d V e r b i n d u n g s l i n i e v e r -
t a u s c h t w a r e n . 
I n g l e i c h e r W e i s e e r l a u b t e f ü r d e n K a u m d i e T h e o r i e v o n P o l 
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u n d P o l a r e i n B e z u g a u f e i n e F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g , a u s S ä t z e n 
ü b e r d i e L a g e a n d r e a b z u l e i t e n , i n d e m m a n P u n c t m i t E b e n e , d i e V e r -
b i n d u n g s l i n i e z w e i e r P u n c t e m i t d e r S c h n i t t l i n i e z w e i e r E b e n e n , d e n 
S c h n i t t p u n c t d r e i e r E b e n e n m i t d e r V e r b i n d u n g s e b e n e d r e i e r P u n c t e 
v e r t a u s c h t e . 
G e r g o n n e f a s s t e d e n h i e d u r c h f e s t g e l e g t e n G e g e n s a t z z w i s c h e n 
P u n c t u n d G e r a d e i n d e r E b e n e , s o w i e d e n e n t s p r e c h e n d e n z w i s c h e n 
P u n c t u n d E b e n e i m B a u m e m e h r a n u n d f ü r s i c h i n s A u g e , u n d v e r -
s u c h t e d e n s e l b e n u n a b h ä n g i g v o n d e r E i n f ü h r u n g des K e g e l s c h n i t t e s 
h i n z u s t e l l e n , d u r c h w e l c h e n b e i P o n c e l e t d i e s e r G e g e n s a t z v e r m i t t e l t 
w u r d e . A b e r h i e r b e i v e r f l ü c h t i g t e s i c h i n e t w a s d i e f e s t e B e g r ü n d u n g : 
d e s P r i n c i p s , u n d es e r s c h i e n f a s t a l s e i n g e h e i m n i s s v o l l e s , f r e i l i c h s e h r 
u m f a s s e n d e s , p h i l o s o p h i s c h e s A x i o m , w a s f r ü h e r e i n f r u c h t b a r e r S a t z 
a u s d e r T h e o r i e d e r K e g e l s c h n i t t e u n d d e r F l ä c h e n z w e i t e r O r d n u n g 
g e w e s e n w a r . 
E s g e l a n g P l ü c k e r , d i e s e s P r i n c i p i n e i n e r W e i s e z u b e g r ü n d e n , 
b e i w e l c h e r n u r n o t h w e n d i g e E l e m e n t e b e n u t z t w u r d e n , u n d e i n e w i r k -
l i c h e E i n s i c h t i n das W e s e n d e r S a c h e e r r e i c h t w a r d . D i e s g e s c h a h , 
i n d e m er v o n v o r n h e r e i n P u n c t u n d G e r a d e a l s g l e i c h b e -
r e c h t i g t e G r u n d e l e m e n t e d e r G e o m e t r i e d e r E b e n e , 
P u n c t u n d E b e n e a l s g l e i c h b e r e c h t i g t e G r u n d e l e m e n t e 
d e r G e o m e t r i e d e s B a u m e s b e t r a c h t e t e ; e i n f u n d a m e n t a l e r u n d 
w e i t t r a g e n d e r G e d a n k e , b e i w e l c h e m z u m e r s t e n M a l e v o n d e r g e w o h n -
h e i t s m ä s s i g e n V o r s t e l l u n g d e s P u n c t e s a ls e i n z i g d e n k b a r e n G r u n d e l e m e n t s 
r ä u m l i c h e r G e b i l d e U m g a n g g e n o m m e n w u r d e . P l ü c k e r u n t e r s u c h t e n u n , 
w e l c h e B e s t i r a m u n g s s t ü c k e z w e c k m ä s s i g e r W e i s e a ls C o o r d i n a t e n d e r 
G e r a d e n i n d e r E b e n e u n d d e r E b e n e i m E a u m e e i n g e f ü h r t 
w e r d e n m u s s t e n . N a c h d e m d i e s e r B e g r i f f f e s t g e s t e l l t w a r , z e i g t e 
s i c h d a s P o n c e l e t - G e r g o n n e ' s c h e P r i n c i p a l s s e l b s t v e r s t ä n d l i c h i n 
d e m e i n e n U m s t ä n d e e n t h a l t e n , d a s s d i e B e d i n g u n g d e r v e r e i n i g t e n . 
L a g e v o n P u n c t u n d G e r a d e i n d e r E b e n e , s o w i e f ü r P u n c t u n d E b e n e 
I m R ä u m e e i n e f ü r d i e C o o r d i n a t e n d e r j e d e s m a l a u f t r e t e n d e n b e i d e n 
G e b i l d e s y m m e t r i s c h e G e s t a l t h a t . 
V o n d i e s e m A u s g a n g s p u n c t e a a s n a h m n u n d i e G e o m e t r i e v ö l l i g 
j e n e n d u a l e n C h a r a c t e r a n , w e l c h e n G e r g o n n e i h r m i t V o r l i e b e v i n d i c i r t 
h a t t e . G e r g o n n e ' s B e g r i f f d e r C l a s s e f a n d i n d e r G l e i c h u n g e i n e r C u r v e 
i n L i n i e n c o o r d i n a t e n , e i n e r F l ä c h e i n E b e n e n c o o r d i n a t e n s e i n e n r e a l e n 
A u s d r u c k ; d i e D a r s t e l l u n g d e s P u n c t e s a l s e i n e r A r t v o n C u r v e n , b e z . 
f l ä c h e n , d i e D a r s t e l l u n g e i n e r R a u m c u r v e a l s e i n e r A r t v o n F l ä c h e n , 
w e l c h e d e n a b w i c k e l b a r e n d u a l i s t i s c h g e g e n ü b e r t r a t , e r ö f f n e t e e i n e n 
S p i e l r a u m f ü r n e u e I d e e n u n d i s t d e r g e o m e t r i s c h e n G e s a m m t a n s c h a u -
u n g h ö c h s t f ö r d e r l i c h g e w o r d e n . 
D i e b e s o n d e r e A r t , i n w e l c h e r P o n c e l e t j e d e n P u n k t e i n e r E b e n e 
e i n e r g e w i s s e n G e r a d e n m i t t e l s t e i n e s K e g e l s c h n i t t s z u g e o r d n e t h a t t e , 
k o n n t e P l ü c k e r d u r c h e i n e a l l g e m e i n e r e e r s e t z e n , w e l c h e w i r h e u t e a l s 
r e e i p r o k e l i n e a r e V e r w a n d t s c h a f t b e z e i c h n e n . A u c h d i e s e f r e i l i c h e r -
s c h i e n i h m , w i e e r i m z w e i t e n B a n d e d e r „ E n t w i c k l u n g e n " e r w ä h n t , a l s 
s e h r b e s o n d e r e r F a l l e i n h ö c h s t a l l g e m e i n e n V e r w a n d t s c h a f t m i t s e h r 
- w i l l k ü r l i c h e m W e c h s e l d e s E a u m e l e m e n t s . E s k ö n n e n n a c h d i e s e r v e r -
m ö g e e i n e r „ a e q u a t i o d i r e c t r i x " d e n P u n c t e n d e r E b e n e C u r v e n b e l i e b i -
g e r O r d n u n g e n t s p r e c h e n ( a n a l y t i s c h g e o m e t r i s c h e E n t w i c k l u n g e n B d . 2 
p . 2 5 1 ) , e i n e V o r s t e l l u n g , a n w e l c h e e r s t i n n e u e s t e r Z e i t w i e d e r a n g e -
k n ü p f t i s t . 
I c h . h a b e d i e s e U n t e r s u c h u n g e n , w e l c h e d e n Z e i t r a u m v o n 1 8 2 7 — 3 0 
u m f a s s e n ( d i e V o r r e d e d e s z w e i t e n B a n d e s d e r „ E n t w i c k e l u n g e n " i s t v o m 
H e r b s t 1 8 3 0 d a t i r t ) , d a r g e s t e l l t , w i e s i e b e i P l ü c k e r e n t s t a n d e n s i n d , 
o h n e d a r a u f e i n z u g e h e n , d a s s M ö b i u s e i n e n T h e i l d e r s e l b e n b e r e i t s i n 
s e i n e m . . B a r y c e n t r i s c h e n C a l c u l " ( 1 8 2 7 ) a n t i e i p i r t h a t t e . I n d i e s e m n i e -
m a l s g e n u g z u b e w u n d e r n d e n W e r k e , i n w e l c h e n e i n e g r o s s e A n z a h l 
v o n F u n d a m e n t a l b e g r i f f e n d e r G e o m e t r i e z u e r s t a u s g e s p r o c h e n w a r e n * ) , 
h a t t e M ö b i u s d i e C o l l i n e a t i o n w i e d i e r e e i p r o k e l i n e a r e V e r w a n d t s c h a f t 
b e r e i t s v o l l s t ä n d i g b e h a n d e l t ; u n d i n d e m i h n d i e l e t z t e r e a u f d a s P r i n c i p 
*) Ich führe nur a n : die principiel le E in führung der Doppelverhäl tn isse , die 
homogenen Coordinaten, den Begriff der Verwandtschaften, die Betrachtung von C u r -
ven und Flächen, deren Coordinaten ra t iona l durch Parameter ausdrückbar s ind etc. 
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d e r D u a l i t ä t f ü h r t , b e w e i s t e r d a s s e l b e g e n a u w i e s p ä t e r P l ü c k e r d u r c h 
d i e S y m m e t r i e d e r G l e i c h u n g , w e l c h e d i e v e r e i n i g t e L a g e d u a l i s t i s c h 
e n t g e g e n g e s e t z t e r E l e m e n t e a n g i e b t ( B a r y c . C a l c u l p . 4 3 6 ) . E s f e h l t b e i 
M ö b i u s n u r d e r B e g r i f f d e r L i n i e n - b e z . E b e n e n c o o r d i n a t e n , s o d a s s 
d i e B e w e i s f ü h r u n g m i n d e r d u r c h s i c h t i g w i r d . E s s c h e i n t d a s s M ö b i u s * 
" W e r k P l ü c k e r n i c h t so b a l d b e k a n n t w u r d e o d e r w e n i g s t e n s , d a s s 
e s n i c h t u n m i t t e l b a r a u f i h n w i r k t e . V i e l l e i c h t d a r f m a n es d e r 
a n s p r u c h s l o s e n F o r m z u s c h r e i b e n , i n w e l c h e r M ö b i u s s e i n e t i e f e n 
•und n e u e n G e d a n k e n v e r ö f f e n t l i c h t e , d a s s i h r I n h a l t u n d i h r e B e d e u -
t u n g g e w ö h n l i c h ers t e r f a s s t w u r d e , w e n n a n d r e G e o m e t e r d e r R e i h e 
n a c h a u f d i e v o n M ö b i u s b e h a n d e l t e n M o m e n t e d u r c h d i e z w i n g e n d e 
N o t w e n d i g k e i t d e s n a t ü r l i c h e n F o r t s c h r i t t s d e r W i s s e n s c h a f t g e f ü h r t 
w u r d e n . S o s i n d e i n i g e d e r M ö b i u s ' s c h e n G r u n d g e d a n k e n z u g l e i c h d i e 
v o n S t e i n e r s g e o m e t r i s c h e n G e s t a l t e n ( 1 8 3 2 ) , u n d d r a n g e n v o n d o r t a u s , 
w o s ie m e h r o r g a n i s c h u n d s y s t e m a t i s c h f o r t e n t w i c k e l t w a r e n , i n w e i t e r e 
K r e i s e h i n ü b e r ; n o c h m e h r w u r d e n s ie a l l g e m e i n e r f a s s t , a l s s p ä t e r 
C h a s l e s i n s e i n e m A p e r c u h i s t o r i q u e ( 1 8 3 7 ) d i e s e l b e n B e g r i f f e n o c h m a l s 
a u f s t e l l t e , a u f d i e er , d e r d e u t s c h e n S p r a c h e u n k u n d i g , a u f s n e u e s e l b s t -
s t ä n d i g g e k o m m e n w a r . A n d e r e s , w i e i n s b e s o n d e r e d e n B e g r i f f d e r r a -
t i o n a l e n C u r v e n u n d F l ä c h e n , s e i n e r B e d e u t u n g n a c h z u e r k e n n e n , b l i e b 
d e r n e u e s t e n Z e i t v o r b e h a l t e n . 
D e r e i n z i g e F a l l , i n w e l c h e m P l ü c k e r a u f e i n e h ö h e r e V e r w a n d t -
s c h a f t e i n g i n g , w a r d e r j e n i g e d e n w i r j e t z t a l s q u a d r a t i s c h e b e z e i c h -
n e n , u n d d e r e n b e r e i t s o b e n b e i E r w ä h n u n g P o n c e l e t s g e d a c h t w u r d e . 
A u c h h i e r z e i g t s i c h w i e d e r , w i e w i c h t i g e r e U n t e r s u c h u n g e n s o h ä u f i g 
v o n V e r s c h i e d e n e n g l e i c h z e i t i g b e g o n n e n ' w e r d e n . A u f d i e k u r z e n B e m e r -
k u n g e n P l ü c k e r s (Cre l l e ' s J o u r n a l B d . 5 , 1 8 2 9 ) b e z i e h t s i c h d e r i h m p e r -
s ö n l i c h b e f r e u n d e t e M a g n u s , a l s er i m 8 . B a n d e v o n C r e l l e ' s J o u r n a l ( 1 8 3 1 ) 
d e n G e g e n s t a n d , a u f w e l c h e n a u c h er s e l b s t ä n d i g g e f ü h r t w a r , a u s f ü h r l i c h , 
b e h a n d e l t e ; w i e d e n n e i g e n t l i c h M a g n u s w o h l a l s B e g r ü n d e r d i e s e r 
a n a l y t i s c h e n T h e o r i e b e z e i c h n e t w e r d e n d a r f . Z u g l e i c h b e s c h ä f t i g t e s i c h 
S t e i n e r m i t d e m G e g e n s t a n d e , w i e a u s e i n e r B e c l a m a t i o n d i e s e s g r o s s e n 
G e o m e t e r s h e r v o r g e h t , w e l c h e r s i c h r e i c h g e n u g h ä t t e f ü h l e n k ö n n e n , 
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u m d e r g l e i c h e n d o c h s c h l i e s s l i c h m ü s s i g e K ä m p f e u m P r i o r i t ä t e n e n t -
b e h r e n z u d ü r f e n (vg l . d a s E n d e d e r V o r r e d e z u s e i n e n „ S y s t e m a t i s c h e n . 
E n t w i c k l u n g e n " , 1 8 3 2 ) . U n t e r d i e s e V e r w a n d t s c h a f t f ä l l t a u c h a l s b e -
s o n d e r e r F a l l d i e v o n M ö b i u s s p ä t e r a u s f ü h r l i c h u n d a u s a n d e r n G e -
s i c h t s p u n c t e n b e h a n d e l t e K r e i s v e r w a n d t s c h a f t , d i e P l ü c k e r i m 1 1 . B a n d e 
v o n C r e l l e ' s J o u r n a l (p . 2 1 9 , 1 8 3 4 , d a t i r t v o n 1 8 3 1 ) e r w ä h n t h a t t e . B e i 
M a g n u s finden s i c h ü b r i g e n s b e r e i t s A n s ä t z e z u ' e i n e r a l l g e m e i n e r e n 
A u f f a s s u n g d e s e i n d e u t i g e n E n t S p r e c h e n s z w e i e r E b e n e n , a l s d e r e n F o r t -
s e t z u n g s p ä t e r d i e s c h ö n e n A r b e i t e n C r e m o n a ' s e r s c h e i n e n , w e l c h e d i e 
T r a g e i n a l l g e m e i n s t e r W e i s e e r l e d i g t e n . 
Z u g l e i c h m i t d e n L i n i e n c o o r d i n a t e n f ü h r t e P l ü c k e r e i n a n d e r e s 
H ü l f s m i t t e l i n d i e G e o m e t r i e e i n , d e s s e n A n w e n d u n g e b e n s o f o l g e n r e i c h 
w u r d e . E s w a r e n d i e s e s d i e s o g e n a n n t e n D r e i e c k s - ( b e z . T e t r a e d e r - ) 
C o o r d i n a t e n ( C r e l l e ' s J o u r n a l B d . 5 , 1 8 2 9 ) . M i t H ü l f e d i e s e r C o o r -
d i n a t e n k o n n t e P l ü c k e r u n t e r B e n u t z u n g d e s F ü n d a m e n t a l t h e o r e m s d e r 
h o m o g e n e n F u n c t i o n e n i n s b e s o n d e r e d e n G l e i c h u n g e n d e r T a n g e n t e u n d 
d e s B e r ü h r u n g s p u n c t e s i h r e e n d g ü l t i g e F o r m g e b e n ; m i t i h r e r H ü l f e 
e n t w i c k e l t e e r a u f s e i n f a c h s t e d i e E i g e n s c h a f t e n d e r P o l a r e n * ) . A u c h 
h i e r k a n n m a n w i e d e r M ö b i u s a l s d e n j e n i g e n b e z e i c h n e n , w e l c h e r 
d e n n e u e n B e g r i f f z u e r s t , u n d z w a r v o r P l ü c k e r , g e h a b t h a t . D e n n 
M ö b i u s ' b a r y c e n t r i s c h e C o o r d i n a t e n ( d e r e n s p ä t e r G r a s s m a n n , H a m i l t o n 
u n d A n d e r e s i c h b e d i e n t h a b e n ) s i n d i m G r u n d e k e i n e a n d e r n ; n u r 
w i r d d u r c h d i e a u s d e r M e c h a n i k g e s c h ö p f t e A r t d e r E n t s t e h u n g d e r 
B e g r i f f e t w a s v e r d e c k t , u n d A n w e n d u n g e n i m S i n n e d e r T h e o r i e h o m o -
g e n e r F u n c t i o n e n t r e t e n b e i M ö b i u s w e s e n t l i c h d e s w e g e n n i c h t e i n , 
w e i l b e i i h m n i c h t d i e G l e i c h u n g d e r C u r v e , s o n d e r n d i e D a r s t e l l u n g 
d e r C o o r d i n a t e n d u r c h e i n e n P a r a m e t e r d i e G r u n d v o r s t e l l u n g b i l d e t . 
* ) D e r Begrif f der Po la ren der verschiedenen Ordnungen findet sich woh l 
zuers t , m i t den unendl ich fernen Punc t der Y - A x e als Po l , bei Cramer ( 1 7 5 0 ) , der 
s ie D iameter nennt, wie Newton bezüglich der l inearen Po la re gethan h a t t e ; die B e -
ze ichnung der ganzen Re ihe als erste , zweite etc. Po lare s tammt von Bobi l l ier her 
(Gergonne Anna len Bd. 18 und 19). 
D e r Z u s a m m e n h a n g , w e l c h e r d u r c h d i e E i n f ü h r u n g d i e s e r C o o r d i -
n a t e n z w i s c h e n d e r T h e o r i e der: a l g e b r a i s c h e n C u r v e n u n d d e r T h e o r i e 
d e r h o m o g e n e n F u n c t i o n e n h e r g e s t e l l t w a r , i s t v o n P l ü c k e r n i c h t ü b e r 
d i e n ä c h s t e n A n w e n d u n g e n h i n a u s g e b e u t e t w o r d e n . E r s t H e s s e t h a t 
d i e j e n i g e n S c h r i t t e , w e l c h e z u d e r j e t z i g e n n e u e m A l g e b r a h i n ü b e r l e i t e -
t e n , u n d d i e T h e o r i e d e r a l g e b r a i s c h - g e o m e t r i s c h e n G e b i l d e a l s e i n C a -
p i t e l d i e s e r D i s c i p l i n e r s c h e i n e n H e s s e n . U e b r i g e n s b e d i e n t s i c h a u c h 
H e s s e n o c h v i e l f a c h , w i e P l ü c k e r m e i s t e n s , n u r d e s b e s o n d e r n F a l l e s 
h o m o g e n e r C o o r d i n a t e n , i n w e l c h e m z w e i d e r V e r ä n d e r l i c h e n d i e g e w ö h n -
l i c h e n C o o r d i n a t e n b e d e u t e n , d i e d r i t t e a b e r d e n W e r t h 1 d a r s t e l l t . 
E i n G e g e n s t a n d , w e l c h e r b e r e i t s i n d e n A n a l y t i s c h - g e o m e t r i s c h e n 
E n t w i c k l u n g e n " w e n n a u c h n u r b e i l ä u f i g b e h a n d e l t w u r d e , i s t d a s s o -
g e n a n n t e C r a m e r s c h e P a r a d o x o n . I n d e m a u s g e z e i c h n e t e n W e r k e 
C r a m e r s ( I n t r o d u c t i o n ä l ' a n a l y s e d e s l i g n e s c o u r b e s a l g e b r i q u e s , 1 7 5 0 ) , 
w e l c h e s n e b e n a n d e r n s e h r b e m e r k e n s w e r t h e n U n t e r s u c h u n g e n z u m B e i -
s p i e l e a u c h d i e e r s t e e i n g e h e n d e D i s c u s s i o n h ö h e r e r s i n g u l ä r e r P u n c t e e i n e r 
C u r v e e n t h ä l t * ) , findet m a n a u c h e i n e g e n a u e r e B e s p r e c h u n g e i n e s a u f -
f a l l e n d e n U m s t a n d e s , w e l c h e r b e z ü g l i c h d e r D u r c h s c h n i t t s p u n k t e z w e i e r 
a l g e b r a i s c h e r C u r v e n e i n t r i t t . W e n n v o n d e n D u r c h s c h n i t t s p u n c t e b s o l -
c h e r C u r v e n e i n e g e w i s s e Z a h l b e s t i m m t i s t , so i s t d e r R e s t d a m i t v o n 
s e l b s t b e s t i m m t , o h n e d a s s u m g e k e h r t d i e C u r v e n s e l b s t d u r c h d i e s e 
P u n c t e b e s t i m m t w ä r e n . D i e s e E r s c h e i n u n g w a r ' s c h o n E u l e r a u f g e -
f a l l e n , w e l c h e r s i e 1 7 4 8 i n e i n e m k l e i n e n A u f s a t z e b e s p r a c h , d e r i n d e s s e n 
C r a m e r u n b e k a n n t g e b l i e b e n z u s e i n s c h e i n t . E s d a u e r t e e i n i g e Z e i t , b i s 
d i e s e s s o g e n a n n t e P a r a d o x o n s e i n e r w a h r e n B e d e u t u n g n a c h , n ä m l i c h a l s 
Q u e l l e v o n S ä t z e n , e r k a n n t w u r d e . L a m e g a b i n B e z u g d a r a u f d e n b e -
s o n d e r n S a t z , d a s s d u r c h d i e ?i2 S c h n i t t p u n c t e z w e i e r C u r v e n » t e r O r d n u n g 
s i c h u n e n d l i c h v i e l e s o l c h e r C u r v e n l e g e n l a s s e n , u n d b e g r ü n d e t e d a m i t d e n 
B e g r i f f d e s C u r v e n b ü s c h e l s ( E x a m e n d e s d i f l e r e n t e s m e t h o d e s e m p l o y e e s 
* ) So findet sich bei Cramer schon die später von Pu i seux gegebene Regel, 
nach welcher m a n diejenigen Gl iedergruppen der CurvengleicliuDg b i lde t , welche in 
e inem singulären Puncte von gleicher Ordnung werden können. 
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p o u r r e s o n d r e l e s p r o b l e m e s d e g e o m e t r i e , 1 8 1 8 ) . A l l g e m e i n e r s c h o n i s t 
d e r v o n G e r g o n n e ( A n n a l e s B d . 17 , 1 8 2 7 ] g e g e b e n e S a t z , n a c h w e l c h e m 
v o n d e n S c h n i t t p u n c t e n z w e i e r C u r v e n (])-{-q)ter O r d n u n g , s o b a l d e i n e 
g e w i s s e Z a h l a u f e i n e r C u r v e j o t e r O r d n u n g l i e g t , d e r R e s t a u f e i n e r 
C u r v e qter O r d n u n g l i e g e n m u s s . W e i t e r e S ä t z e , d i e s c h l i e s s l i c h d e n 
g a n z e n I n h a l t d e s P a r a d o x o n s d a r l e g t e n , w u r d e n ers t m ö g l i c h , i n d e m 
m a n d i e e i n e C u r v e , a l s b e w e g l i c h , d e r a n d e r n , f e s t g e g e b e n e n , g e g e n -
ü b e r s t e l l t e . D i e s e n S c h r i t t t h a t P l ü c k e r s c h o n i m e r s t e n B a n d e d e r 
a n a l y t i s c h - g e o m e t r i s c h e n E n t w i c k l u n g e n ( v g l . a u c h G e r g o n n e ' s A n n a l e n 
B a n d 1 9 , 1 8 2 8 — 2 9 ) . E r g a b a n , w i e v i e l e P u n c t e m a n a u f e i n e r C u r v e 
a n n e h m e n m ü s s e , so d a s s d u r c h d i e s e l b e n C u r v e n d e r g l e i c h e n O r d n u n g 
g e l e g t w e r d e n k ö n n e n ; d i e Z a h l d e r s e l b e n i s t u n e n d l i c h g r o s s , u n d a l l e 
s c h n e i d e n d i e g e g e b e n e n o c h i n l a u t e r w e i t e r n g e m e i n s c h a f t l i c h e n f e s t e n 
P i m c t e n . A u c h f ü h r t e P l ü c k e r b e r e i t s a u s , w i e d i e s e r S a t z s i c h a u f 
F l ä c h e n b ü s c h e l u n d F l ä c h e n b ü n d e l ü b e r t r ä g t ( G e r g o n n e ' s A n n a l e n B d . 19) , 
G e b i l d e , d e r e n B e g r i f f d u r c h L a m e ' s o b e n a n g e f ü h r t e S c h r i f t g e g e b e n 
•war. E i n e A u s d e h n u n g d i e s e r S ä t z e a u f C u r v e n u n d O b e r f l ä c h e n u n -
g l e i c h e r O r d n u n g g a b J a c o b i i n C r e l l e s J o u r n a l B d . 1 5 , 1 8 3 6 , m e r k -
w ü r d i g e r W e i s e o h n e G r a m e r , G e r g o n n e , P l ü c k e r z u n e n n e n ; 
J a c o b i c i t i r t n u r E u l e r . N a c h P l ü c k e r s A n g a b e ( T h e o r i e d e r a l g e -
b r a i s c h e n C u r v e n ) g e l a n g t e m i t J a c o b i * s A b h a n d l u n g - z u g l e i c h i n d i e 
H ä n d e C r e l l e ' s d e r A u f s a t z , i n w e l c h e m P l ü c k e r d i e s e l b e n G e g e n s t ä n d e 
G e h a n d e l t , u n d w e l c h e r e t w a s s p ä t e r ( B d . 16 ) e r s c h i e n e n i s t * ) . U e b e r 
d i e s e A b h a n d l u n g h i n a u s g e h e n d g a b u m f a s s e n d e r e S ä t z e ü b e r d a s V e r -
h a l t e n d e r C u r v e n i n d e r E b e n e P l ü c k e r i n d e r „ T h e o r i e d e r a l g e b r a i -
s c h e n C u r v e n " ( 1 8 3 9 ) , u n d e n d l i c h C a y l e y , C a m b r i d g e M a t h . J o u r n a l 
B d . 3 , 1 8 4 3 , w o m i t d i e a l g e b r a i s c h e S e i t e d i e s e r U n t e r s u c h u n g a l s a b -
g e s c h l o s s e n b e t r a c h t e t w e r d e n k o n n t e . N e u e u n d ü b e r r a s c h e n d e G e -
s i c h t s p u n c t e f ü r d i e F r a g e e r g a b e n s i c h i n n e u e s t e r Z e i t , a l s es s i c h 
z e i g t e , d a s s d i e s e S ä t z e ü b e r e b e n e C u r v e n n u r a n d r e A u s d r u c k s f o r m e n 
d e s A b e l s c h e n T h e o r e m s s e i e n . 
* ) Diese Abhand lung P lückers enthält eine Unricht igkei t , -welche von Jacob i 
vermieden ist, und welche P lücker in seiner »Geometr ie das Raumes« (1846) berichtigte. 
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U n t e r d e n s c h ö n e n b e s o n d e r n A n w e n d u n g e n , w e l c h e P l ü c k e r a u s 
d e n S ä t z e n ü b e r S c h n i t t p u n c t s y s t e m e g e z o g e n h a t , e r w ä h n e i c h n u r e i n e , 
w e l c h e s p ä t e r v o n m e h r e r e n G e o m e t e r n w i e d e r g e m a c h t i s t , o h n e d a s s 
m a n P l ü c k e r s P r i o r i t ä t g e k a n n t h ä t t e . S i e b e t r i f f t d e n m e r k w ü r d i g e n 
u n d h ö c h s t u n m i t t e l b a r e n B e w e i s d e s P a s c a l s c h e n S a t z e s , b e i w e l c h e m 
d e r K e g e l s c h n i t t m i t d e r P a s c a l s c h e n L i n i e a l s C u r v e d r i t t e r O r d n u n g 
b e t r a c h t e t w i r d , w ä h r e n d d a s e i n b e s c h r i e b e n e S e c h s e c k d i e S t e l l e z w e i e r 
s o l c h e r C u r v e n v e r t r i t t ( A n a l y t i s c h - g e o m e t r i s c h e E n t w i c k e l u n g e n B d . 1 
p . 2 6 7 N o t e ) . 
I c h h a b e s c h o n e r w ä h n t , d a s s C r a m e r z u e r s t d i e s i n g u l ä r e n P u n c t e 
d e r a l g e b r a i s c h e n C u r v e n g e n a u e r u n t e r s u c h t h a t . D i e B e t r a c h t u n g d e r 
S i n g u l a r i t ä t e n i m S i n n e d e r n e u e r n G e o m e t r i e r ü h r t v o n P o n c e l e t h e r . 
D i e s e r z e i g t e , d a s s d i e C l a s s e k e i n e r C u r v e rater O r d n u n g , w e l c h e G e r -
g o n n e s e l t s a m e r W e i s e f ü r i d e n t i s c h m i t i h r e r O r d n u n g g e h a l t e n h a t t e , 
i m A l l g e m e i n e n g l e i c h n(n—1) s e i ; u n d es e r g a b s i c h h i e r a u s e i n P a r a -
d o x o n , d e s s e n L ö s u n g e r s t d u r c h d i e T h e o r i e d e r e i n f a c h e n S i n g u l a r i -
t ä t e n m ö g l i c h w u r d e . W e g e n d e s P r i n c i p s d e r D u a l i t ä t w ü r d e d i e 
O r d n u n g n a u s d e r C l a s s e k e b e n s o g e b i l d e t w e r d e n m ü s s e n , w i e u m g e -
k e h r t k a u s n. W o l l t e m a n a b e r d i e O r d n u n g d e r C u r v e a u s d e r a n g e -
g e b e n e n G r ö s s e v o n k b i l d e n , so w ü r d e m a n n i c h t w i e d e r z u n z u r ü c k -
g e l a n g e n , s o n d e r n e i n e v i e l g r ö s s e r e Z a h l e r h a l t e n . D a h e r m u s s t e n M o -
m e n t e v o r h a n d e n s e i n , w e l c h e b e i d i e s e n O p e r a t i o n e n E r n i e d r i g u n g e n h e r -
b e i f ü h r t e n . S c h o n P o n c e l e t e r k a n n t e , d a s s e in D o p p e l p i v n e t d i e C l a s s e 
u m z w e i , e i n E ü c k k e h r p u n c t s i e u m w e n i g s t e n s d r e i , e i n / » - f a c h e r Punc fc 
m i t l a u t e r v e r s c h i e d e n e n T a n g e n t e n s ie um ^-'P 1 E i n h e i t e n e r n i e d r i g e . 
H i e r w a r es n u n , w o P l ü c k e r e i n g r i f f . I n d e m e r e i n e r s e i t s d i e Z a h l d e r 
W e n d e p u n c t e d i r e c t b e s t i m m t e , d e n E i n f l u s s d e r D o p p e l - u n d R ü c k k e h r -
p u n c t e b e r ü c k s i c h t i g t e , u n d e n d l i c h d a s P r i n c i p d e r D u a l i t ä t a u f d i e 
e r h a l t e n e n R e s u l t a t e a n w a n d t e , w u r d e e r a u f d i e b e r ü h m t e n F o r m e l n 
f ü r d i e S i n g u l a r i t ä t e n d e r C u r v e n g e f ü h r t , w e l c h e s e i n e n N a m e n 
f ü h r e n , u n d w e l c h e d a s P o n c e l e t ' s c h e P a r a d o x o n v o l l s t ä n d i g e r l e d i g e n ; 
F o r m e l n , w e l c h e b e r e i t s i m J a h r e 1 8 5 4 S t e i n e r a l s d i e „ b e k a n n t e n " c i -
3 * 
2 0 
t i r e n k o n n t e , o h n e j e d o c h P l ü c k e r s N a m e n d a b e i i r g e n d w i e z u e r w ä h n e n . 
P l ü c k e r t h e i l t e s e i n e F o r m e l n z u e r s t i n C r e l l e ' s J o u r n a l B d . 1 2 ( S o l u -
t i on d u n e q u e s t i o n f o n d a m e n t a l e c o n c e r n a n t l a t b e o r i e g e n e r a l e d e s c o u r -
h e s , 1 8 3 4 ) m i t ; e i n e w e i t e r e A u s f ü h r u n g u n d v o l l e D a r l e g u n g d e r T h e o r i e 
g a b e r in d e r „ T h e o r i e d e r a l g e b r a i s c h e n C u r v e n " , 1 8 3 9 . 
B e i d e r B e u r t h e i l u n g d e r b e s o n d e r n s i n g u l ä r e n P u n c t e u n d T a n -
g e n t e n , a u f d e r e n B e r ü c k s i c h t i g u n g m a n s i c h z u n ä c h s t b e s c h r ä n k e n d u r f t e , 
s p i e l t d a s P r i n c i p d e r D u a l i t ä t e i n e h e r v o r r a g e n d e H o l l e . S o w i e O r d -
n u n g u n d C l a s s e e i n e r e b e n e n C u r v e , so s t e h e n D o p p e l p u n c t e u n d D o p -
p e l t a n g e n t e n , E ü c k k e h r p u n c t e u n d W e n d e t a n g e n t e n d e m B e g r i f f e n a c h 
d u a l i s t i s c h e i n a n d e r g e g e n ü b e r . E s z e i g t s i c h , d a s s d i e s e v i e r e i n f a c h s t e n 
S i n g u l a r i t ä t e n e i n a b g e s c h l o s s e n e s S y s t e m , b i l d e n , i n s o f e r n m a n a l l e h ö h e r n 
S i n g u l a r i t ä t e n z u n ä c h s t a u s s c h l i e s s e n , u n d s i c h a u f das S t u d i u m v o n 
C u r v e n b e s c h r ä n k e n k a n n , w e l c h e k e i n e h ö h e r e S i n g u l a r i t ä t e n e n t h a l t e n . 
D i e s e s e l b s t a b e r a u s z u s c h l i e s s e n i s t u n m ö g l i c h ; d e n n a u s s e r d e n K e g e l -
s c h n i t t e n g i e b t es k e i n e a l g e b r a i s c h e n C u r v e n o h n e h ö h e r e S i n g u l a r i -
t ä t e n , w e l c h e z u g l e i c h d e r g e n a n n t e n v ö l l i g e n t b e h r t e n . 
A u f d i e s o u m g r ä n z t e G a t t u n g v o n C u r v e n b e z i e h t s i c h P l ü c k e r s 
U n t e r s u c h u n g . I n d e m e r , w i e e r w ä h n t , a u s d e r O r d n u n g , d e r Z a h l d e r 
D o p p e l p u n c t e u n d d e r Z a h l d e r R ü c k k e h r p u n c t e d i e C l a s s e u n d d i e A n -
z a h l d e r W e n d e t a n g e n t e n d i r e c t b e s t i m m t e , e r h i e l t e r d u r c h d a s P r i n c i p 
d e r D u a l i t ä t e i n e l e t z t e G l e i c h u n g , u n d m i t i h r e i n e i n d i r e c t e B e s t i m m u n g 
f ü r d i e Z a h l d e r D o p p e l t a n g e n t e n . 
E s s c h e i n t , d a s s J a c o b i P l ü c k e r s a u s d e m P r i n c i p e d e r D u a l i t ä t 
g e s c h ö p f t e n B e w e i s n i c h t f ü r h i n r e i c h e n d s t r e n g e h i e l t . E r b e s t i m m t e 
d a h e r n o c h m a l s m i t t e l s t e i n e r a u s f ü h r l i c h e n U n t e r s u c h u n g d i r e c t s o w o h l 
d i e Z a h l d e r D o p p e l t a n g e n t e n , w i e d i e d e r W e n d e t a n g e n t e n , ü b r i g e n s 
n u r f ü r C u r v e n o h n e D o p p e l - u n d E ü c k k e h r p u n c t e ( C r e l l e B d . 4 0 , 1 8 5 0 ) . 
I n d e s s h a t t e C a y l e y e i n e d i r e c t e A b l e i t u n g d i e s e r B e s t i m m u n g b e r e i t s 
1 8 4 7 g e g e b e n ( C r e l l e ' s J o u r n a l B d . 3 4 ) . 
E s d a r f w o h l h i e r g l e i c h d e r F o l g e r u n g e n g e d a c h t w e r d e n , - w e l c h e 
s p ä t e r v o n C a y l e y b e z ü g l i c h d e r R a u m c u r v e n a u s P l ü c k e r s G l e i c h u n g e n 
g e z o g e n w u r d e n . E s i s t f e r n e r a n d i e m e r k w ü r d i g e G e s t a l t z u e r i n n e r n , 
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w e l c h e d e n G l e i c h u n g e n P l ü c k e r s d u r c h V e r b i n d u n g d e r g e o m e t r i s c h e n 
U n t e r s u c h u n g e n m i t d e r T h e o r i e d e r A b e l s c h e n F u n c t i o n e n g e g e b e n w e r d e n 
k o n n t e n , i n d e m m a n a l s n e u e S i n g u l a r i t ä t d a s G e s c h l e c h t d e r C u r v e 
h i n z u f ü g t e . D u r c h d e n v o n C a y l e y e i n g e f ü h r t e n B e g r i f f d e r A e q u i v a l e n z 
h ö h e r e r s i n g u l ä r e r E l e m e n t e m i t e i n e r g e w i s s e n A n z a h l v o n n i e d e r n 
s c h e i n t d e r A n w e n d u n g d i e s e r F o r m e l n e i n w e i t e r e s g r o s s e s G e b i e t e r -
w o r b e n z u s e i n . I n e i n z e l n e n F ä l l e n w a r e i n e s o l c h e A e q u i v a l e n z P o n -
c e l e t u n d P l ü c k e r s c h o n b e k a n n t ; d i e U n t e r s u c h u n g e n n a c h d i e s e r 
Richtung s i n d i n d e s s e n a u c h j e t z t n o c h k e i n e s w e g e s als a b g e s c h l o s s e n 
z u b e t r a c h t e n . D a s s e l b e g i l t v o n d e m d u r c h S a l m o n u n d C a y l e y i n 
A n g r i f f g e n o m m e n e n P r o b l e m e , ä h n l i c h e F o r m e l n f ü r F l ä c h e n a u f z u -
s u c h e n ; e i n e U n t e r s u c h u n g , w e l c h e b e i d e r A u s d e h n u n g u n d S c h w i e r i g -
k e i t d e s G e g e n s t a n d e s , u n d b e i d e n t ä g l i c h s i c h n o c h m e h r e n d e n E r f a h -
r u n g e n d i e G e o m e t e r w o h l n o c h l a n g e b e s c h ä f t i g e n w i r d . 
E h e P l ü c k e r z u e i n e r v o l l s t ä n d i g e n E n t w i c k l u n g d e s Z u s a m m e n -
h a n g e s d e r S i n g u l a r i t ä t e n g e l a n g t e , h a t t e e r d i e W e n d e p u n c t e d e r C u r v e n 
d r i t t e r O r d n u n g u n d d i e T h e o r i e d i e s e r C u r v e n ü b e r h a u p t a u s f ü h r l i c h 
b e h a n d e l t , u n d d i e b e t r e f f e n d e n U n t e r s u c h u n g e n i n s e i n e m „ S y s t e m d e r 
a n a l y t i s c h e n G e o m e t r i e " , 1 8 3 5 , n i e d e r g e l e g t . I n s b e s o n d e r e e r s c h e i n e n , 
d a b e i d i e W e n d e p u n c t e d e r C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g a l s d e r v o l l s t ä n d i g e 
D u r c h s c h n i t t d e r g e g e b e n e n C u r v e m i t e i n e r z w e i t e n v o n g l e i c h e r O r d n u n g . 
D i e a l l g e m e i n e U n t e r s u c h u n g d e r W e n d e p u n c t e k o n n t e P l ü c k e r a u c h 
n o c h später n i c h t so w e i t f ü h r e n , d a s s d a s S y s t e m d e r W e n d e p u n c t e a l s 
S c h n i t t p u n c t s y s t e m d e r C u r v e nter O r d n u n g m i t e i n e r C u r v e 3(n- 2 ) t e r 
O r d n u n g r e i n h e r v o r t r a t ; e i n R e s u l t a t , w e l c h e s z u H e s s e ' s s c h ö n s t e n 
E n t d e c k u n g e n g e h ö r t , u n d d e n N a m e n H e s s e ' s m i t e i n e r d e r w i c h t i g s t e n 
C o v a r i a n t e n d e r e b e n e n C u r v e n v e r k n ü p f t h a t . D a g e g e n e n t w i c k e l t e 
P l ü c k e r i n d e r n ä h e r n U n t e r s u c h u n g d e r C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g , i n d e m 
e r z u e r s t d i e Z a h l 9 i h r e r W e n d e p u n c t e a n g e b e n k o n n t e , a u s d e m s c h o n 
v o n M a c l a u r i n g e f u n d e n e n S a t z e , n a c h w e l c h e m a u f d e r V e r b i n d u n g s l i n i e 
z w e i e r W e n d e p u n c t e i m m e r n o c h e i n d r i t t e r l i e g t , d e n B e g r i f f d e r 1 2 
W e n d e p u n c t s l i n i e n . E r k o n n t e z e i g e n , d a s s v o n d e n W e n d e p u n c t e n 
e i n e r r e e l l e n C u r v e d r i t t e r O r d n u n g s t e t s d r e i u n d n i c h t m e h r a l s d r e i 
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l e e l l s i n d ; w a s s p ä t e r d u r c h M ö b i u s a u s r e i n e n L a g e n b e t r a c h t u n g e n a u f s 
n e u e a b g e l e i t e t w u r d e ( A b h . d e r k g l . S ä c h s . G e s . d e r W i s s . B d . 1, 1 8 5 2 ) . 
D a g e g e n w a r e n P I ü c k e r d i e v i e r D r e i e c k e n o c h u n b e k a n n t , z u w e l c h e n 
d i e s e G e r a d e n s i c h g r u p p i r e n . I n d e m H e s s e d i e s e f a n d ( C r e l l e s J o u r n . 
B d . 2 8 , 1 8 4 4 ) , v e r m o c h t e d e r s e l b e d i e w a h r e a l g e b r a i s c h e N a t u r d e s 
P r o b l e m s z u e r s c h l i e s s e n . E s z e i g t e s i c h d e r w u n d e r b a r e C h a r a c t e r 
j e n e r C l a s s e a l g e b r a i s c h l ö s b a r e r G l e i c h u n g e n 9 . G r a d e s , w e l c h e H e s s e ' s 
J V a m e n f ü h r e n , u n d f ü r w e l c h e d i e W e n d e p u n c t e d a s e r s t e B e i s p i e l b i l -
d e n . F ü r d i e s e s b e s o n d e r e P r o b l e m g a b H e s s e F o r m u n d E i g e n s c h a f t e n 
d e r z u l ö s e n d e n H i l f s g l e i c h u n g e n a n . D e n F o r t s c h r i t t e n d e r v o n S y l -
v e s t e r , C a y l e y u n d S a l m o n g e s c h a f f e n e n n e u e r n A l g e b r a , u n d z w a r 
i n s b e s o n d e r e d e n s c h ö n e n E n t d e c k u n g e n A r o n h o l d s , w a r es v o r b e h a l -
t e n , a l l e z u l ö s e n d e n G l e i c h u n g e n w i r k l i c h z u b i l d e n , u n d d a m i t d a s 
P r o b l e m z u e r l e d i g e n . 
D i e U n t e r s u c h u n g e n , w e l c h e P I ü c k e r i n s e i n e m „ S y s t e m d e r a n a -
l y t i s c h e n G e o m e t r i e " a u s s e r d e m b e z ü g l i c h d e r C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g 
a n s t e l l t , e n t h a l t e n e i n e F ü l l e e i n z e l n e r R e s u l t a t e , w i e z . B . b e z ü g l i c h d e r 
s e c h s p u n c t i g b e r ü h r e n d e n K e g e l s c h n i t t e ; i n s b e s o n d e r e a b e r e i n e D i s c u s -
ß i o n d e r G e s t a l t e n d e r C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g . D i e s e U n t e r s u c h u n g w i r d 
m i t H ü l f e p r i n c i p i e l l e r A n w e n d u n g d e r M e t h o d e d e r a b g e k ü r z t e n B e -
z e i c h n u n g i n h ö c h s t g e i s t r e i c h e r W e i s e g e f ü h r t . A b e r es s c h e i n t , d a s s 
d a s v o n P l ü c k e r g e w ä h l t e E i n t h e i l u n g s p r i n c i p k e i n g l ü c k l i c h e s w a r , i n -
s o f e r n d a b e i d i e Z a h l d e r z u u n t e r s c h e i d e n d e n G e s t a l t e n s e h r g r o s s w i r d 
( 2 1 9 ) , u n d s i c h d i e s e l b e n n i c h t ü b e r s i c h t l i c h g r u p p i r e n . E s i s t v o r z ü g l i c h 
d i e B e t r a c h t u n g d e r A s y m p t o t e n , w e l c h e h i e r b e i P l ü c k e r , w i e b e i 
d e n a l t e r n G e o m e t e r n ( N e w t o n , E u l e r . C r a m e r ) i n d e n V o r d e r g r u n d t r i t t . 
A b e r b e i P l ü c k e r s E i n t h e i l u n g w i r d d i e S a c h e d a d u r c h n o c h v e r w i c k e l -
t e r g e m a c h t , d a s s d i e L a g e d e r j e n i g e n G e r a d e n m i t i n B e t r a c h t g e z o g e n 
w i r d , a u f d e r n a c h e i n e m S a t z e v o n P o n c e l e t d i e A s y m p t o t e n d i e 
C u r v e n o c h s c h n e i d e n . E i n e ü b e r s i c h t l i c h e , u n d e i n f a c h e G r u p p i r u n g , 
- w e l c h e i m W e s e n t l i c h e n m i t N e w t o n s Z u r ü c k f ü h r u n g d e r G e s t a l t e n a u f 
P r o j e c t i o n e n v o n f ü n f P a r a b e l n z u r ü c k k o m m t , g a b S a l m o n i n s e i n e m . 
„ T r e a t i s e o n h i g h e r p l a n e c u r v e s " 1 8 5 2 , e i n e a u s d e r N a t u r e i n f a c h e r 
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L a g e n v e r h ä l t n i s s e e n t s p r i n g e n d e A b l e i t u n g d i e s e r E i n t h e i l u n g M ö b i u s 
i n d e r s c h o n a n g e f ü h r t e n S c h r i f t a u s d e m s e l b e n J a h r e . 
D e r U n t e r s u c h u n g d e r A s y m p t o t e n v o n C u r v e n i s t a u c h e i n 
g r o s s e r T h e i l d e r „ T h e o r i e d e r a l g e b r a i s c h e n C u r v e n " , 1 8 3 9 , o - e w i d m e t r 
w i e P l ü c k e r d e n n s c h o n i m e r s t e n B a n d e v o n L i o u v i l l e ' s J o u r n a l ( 1 8 3 6 ) 
d i e A u f z ä h l u n g d e r A r t e n v o n C u r v e n 4 . O r d n u n g n a c h d e r N a t u r i h r e r 
u n e n d l i c h e n A e s t e g e g e b e n h a t t e . F ü r d i e h e u t e v o r h e r r s c h e n d e A u f -
f a s s u n g i s t w i c h t i g e r d i e E i n t h e i l u n g d e r C u r v e n 4 . O r d n u n g n a c h d e n 
b e i i h n e n m ö g l i c h e n S i n g u l a r i t ä t e n , w e l c h e P l ü c k e r i n d e m g e n a n n t e n 
g r ö s s e r n W e r k e e b e n f a l l s g a b . I n d e m er f e r n e r s e i n e F o r m e l n a u f d i e C u r v e n 
4 . O r d n u n g a n w a n d t e , k o n n t e e r z u e r s t d i e Z a h l (28 ) d e r D o p p e l t a n g e n -
f e n a n g e b e n , w e l c h e e i n e C u r v e 4 . O r d n u n g o h n e s i n g u l a r e P u n c t e b e -
s i t z t ; u n d e r e r l ä u t e r t e d i e s e l b e n d u r c h e i n h ö c h s t g l ü c k l i c h g e w ä h l t e s 
B e i s p i e l , i n w e l c h e m s ie s ä m m t l i c h r e e l l s e i n k ö n n e n . E r w a r w e n i g e r 
g l ü c k l i c h i n d e r w e i t e r n U n t e r s u c h u n g d e r g e g e n s e i t i g e n L a g e d e r D o p -
p e l t a n g e n t e n , ü b e r w e l c h e e r , a u f e i n e i r r i g e I n t e r p r e t a t i o n e i n e r G l e i -
c h u n g s f o r m d e r C u r v e n g e s t ü t z t , u n r i c h t i g e S ä t z e a u f s t e l l t e . E r s t H e s s e 
g a b ( z u g l e i c h a u c h , o h n e B e w e i s , S t e i n e r ) d i e r i c h t i g e n S ä t z e i n z w e i 
g r o s s e n A r b e i t e n ü b e r d i e T h e o r i e d i e s e r C u r v e n ( G r e l l e B d . 4 9 , 1 8 5 4 ) . 
I n d e r V o r r e d e z u d e r e r w ä h n t e n S c h r i f t g e d e n k t P l ü c k e r e i n e r 
M e t h o d e , w e l c h e e r i n d e r s e l b e n m i t V o r l i e b e a n w e n d e t , u n d w e l c h e i h n 
h ä u f i g z u s c h ö n e n R e s u l t a t e n f ü h r t e ; es i s t d i e M e t h o d e d e r C o n -
s t a n t e n a b z ä h l u n g . D e r G e d a n k e , d i e E r f ü l l b a r k e i t e i n e s G l e i c h u n g s -
s y s t e m s , a u s d e m U m s t ä n d e z u e r s c h l i e s s e n , d a s s d i e Z a h l d e r i n d e m s e l b e n 
e n t h a l t e n e n U n b e k a n n t e n d e r Z a h l d e r G l e i c h u n g e n g l e i c h k o m m t , l i e g t s e h r 
n a h e . A n d r e r s e i t s i s t d i e U n z u l ä n g l i c h k e i t d i e s e r S c h l u s s w e i s e o f t g e n u g 
h e r v o r g e h o b e n w o r d e n , u n d n a t ü r l i c h m i t v o l l e m R e c h t e , s o b a l d m a n 
d i e M e t h o d e i n d i e s e r e i n f a c h s t e n W e i s e a u s s p r i c h t . A b e r s o w o l l t e s i e 
P l ü c k e r a l l e r d i n g s k e i n e s w e g e s v e r s t a n d e n w i s s e n . E r w a r s i c h s e h r 
w o h l d e r B e d i n g u n g e n b e w u s s t , u n t e r w e l c h e n d i e s e h e i v o r s i c h t i g e r B e -
h a n d l u n g d u r c h a u s c o r r e c t e M e t h o d e a n w e n d b a r ist . W e n n e i n e Z a h l 
v o n G l e i c h u n g e n m i t e b e n s o v i e l e n U n b e k a n n t e n n i c h t i m A l l g e m e i n e n 
z u g l e i c h e r f ü l l t w e r d e n k a n n , s o w e r d e n f ü r i h r B e s t e h e n n o t h w e n d i g 
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g e w i s s e B e d i n g u n g e n z w i s c h e n d e n C o e f f i c i e n t e n g e f o r d e r t . S i n d d i e s » 
a b e r e r f ü l l t , s o w e r d e n d i e G l e i c h u n g e n n u n m e h r z w a r l ö s b a r . a b e r s i e 
s i n d es d a n n a u f u n e n d l i c h v i e l e A r t e n . E s i s t d a h e r e i n e n o t h w e n d i g e 
E r g ä n z u n g f ü r d i e M e t h o d e d e r C o n s t a n t e n a b z ä h l u n g , d a s s m a n z e i g e , 
•wie d e m f r a g l i c h e n P r o b l e m e e i n e B e s t i m m t h e i t n o t h w e n d i g i n n e w o h n e . 
H i e r d u r c h f r e i l i c h w i r d d i e E i n f a c h h e i t d e r M e t h o d e i n v i e l e n F ä l l e n 
b e e i n t r ä c h t i g t , i n d e m d e r g e f o r d e r t e Z u s a t z b i s w e i l e n e b e n s o s c h w e r z u 
•erre ichen i s t , a l s e i n e a n d r e B e h a n d l u n g d e s g a n z e n P r o b l e m s , b e z i e -
h u n g s w e i s e e i n e s o l c h e i n v o l v i r t . 
P l ü c k e r s e l b s t p f l e g t e d i e M e t h o d e d e s C o n s t a n t e n z ä h l e n s a n e i n e m 
c h a r a c t e r i s t i s c h e n B e i s p i e l e z u e r l ä u t e r n , w e l c h e s h i e r a n g e f ü h r t w e r d e n 
m a g . D u r c h V e r ä n d e r u n g d e s r e c h t w i n k l i g e n C o o r d i n a t e n s y s t e m s k ö n -
n e n i m A l l g e m e i n e n d r e i C o n s t a n t e a u s d e r G l e i c h u n g e i n e s K e g e l -
s c h n i t t s f o r t g e s c h a f f t w e r d e n . D a n u n d i e G l e i c h u n g e i n e s K r e i s e s 
n u r d r e i C o n s t a n t e n e n t h ä l t , s o k ö n n t e m a n g l a u b e n , s ie l i e s s e u s i c h 
d u r c h V e r l e g u n g d e s C o o r d i n a t e n s y s t e m s s ä m m t l i c h b e s e i t i g e n , u n d m a n 
k ö n n t e d e m n a c h d e r G l e i c h u n g j e d e s K r e i s e s d i e F o r m x l A r y 1 = \ g e b e n . 
A b e r h i e r t r i t t d e r U m s t a n d e i n , d a s s e i n K e g e l s c h n i t t , w e l c h e r i n i r g e n d 
e i n e m r e c h t w i n k l i g e n C o o r d i n a t e n s y s t e m e d i e F o r m x l - \ - y 2 = \ a n n i m m t , 
d i e s e a u c h n a c h e i n e r D r e h u n g d e s C o o r d i n a t e n s y s t e m s b e h ä l t , s i e 
a l s o f ü r u n e n d l i c h v i e l e L a g e n d e s s e l b e n h a t . D a s P r o b l e m a l s o , d i e 
G l e i c h u n g e i n e s K r e i s e s a u f d i e F o r m x z - \ - y 2 = 1 z u b r i n g e n , e n t h ä l t 
z w a r e b e n s o v i e l e U n b e k a n n t e a l s z u e r f ü l l e n d e G l e i c h u n g e n ; a b e r e s 
w i r d , w e n n es l ö s b a r i s t , n o t h w e n d i g u n b e s t i m m t , u n d s e i n e L ö s u n g i s t 
d a h e r n o t h w e n d i g e r W e i s e i m A l l g e m e i n e n u n m ö g l i c h . 
I c h h a b e , e h e i c h z u e i n e r h i s t o r i s c h e n D a r l e g u n g v o n P l ü c k e r s 
l e t z t e n A r b e i t e n ü b e r g e h e , e i n i g e r E i n z e l h e i t e n z u g e d e n k e n , w e l c h e i m 
V o r i g e n e i n e p a s s e n d e S t e l l e n i c h t z u f i n d e n v e r m o c h t e n . H i e h e r r e c h n e i c h 
d i e V e r a l l g e m e i n e r u n g d e s B e g r i f f s d e r B r e n n p u n c t e , w e l c h e P l ü c k e r 
i m 1 0 . B a n d e v o n C r e l l e ' s J o u r n a l ( 1 8 3 3 ) g e g e b e n , u n d w e l c h e K u m -
m e r i m 3 5 . B a n d e d e s s e l b e n J o u r n a l s ( 1 8 4 7 ) w i e d e r a u f g e n o m m e n h a t . 
D i e A u f f a s s u n g d e r B r e n n p u n c t e d e r K e g e l s c h n i t t e , w e l c h e z u d i e s e r 
V e r a l l g e m e i n e r u n g V e r a n l a s s u n g g a b , l ä s s t s i c h a u f P o n c e l e t z u r ü c k -
2 5 
v e r f o l g e n ( T r a i t e d e s p r o p r i e t e s p r o j e c t i v e s , N r . 4 5 7 ) . A n d e r e r s e i t s w u r d e 
d i e s e l b e V e r a l l g e m e i n e r u n g s p ä t e r v o n S a l m o n u n d H a r t w i e d e r g e -
f u n d e n u n d w e i t e r b e h a n d e l t . D i e W i c h t i g k e i t u n d p r i n c i p i e l l e N o t h -
w e n d i g k e i t d e r E i n f ü h r u n g d i e s e s e r w e i t e r t e n B e g r i f f s e r k e n n t m a n e r s t 
r e c h t d e u t l i c h i n d e r B e l e u c h t u n g , w e l c h e d i e s e l b e d u r c h C h a s l e s ' 
E i n f ü h r u n g d e r i m a g i n ä r e n u n e n d l i c h f e r n e n K r e i s p u n c t e g e w o n n e n h a b e n . 
E r s t d u r c h d i e s e s h ö c h s t g e i s t r e i c h e H ü l f s m i t t e l w e r d e n d i e s e w i e a l l e 
m e t r i s c h e n B e g r i f f e i n d e n K r e i s d e r p r o j e c t i v i s c h e n B e t r a c h t u n g e n g e -
z o g e n , u n d so z u g l e i c h d e n M e t h o d e n d e r n e u e r n A l g e b r a z u g ä n g l i c h 
g e m a c h t , e i n F o r t s c h r i t t , w e l c h e r n i c h t h o c h g e n u g a n g e s c h l a g e n w e r d e n 
k a n n , u n d w e l c h e r i n C a y l e y ' s a l l g e m e i n e r M a a s s b e s t i m m u n g s e i n e n 
v o l l e n d e t e n a n a l y t i s c h e n A u s d r u c k g e f u n d e n h a t . 
S o d a n n e r w ä h n e i c h d i e T h e o r i e d e r B e r ü h r u n g d e r F l ä c h e n , 
w e l c h e P l ü c k e r i m 4 , B a n d e d e s C r e l l e s c h e n J o u r n a l s ( 1 8 2 9 ) g e g e b e n 
h a t . S i e l i e f e r t d i e G r u n d v o r s t e l l u n g e n f ü r d e n C h a r a c t e r h ö h e r e r B e -
r ü h r u n g e n , i n d e m s i e d i e N a t u r d e r s e l b e n a n d i e A r t d e r s i n g u l ä r e n 
S t e l l u n g a n k n ü p f t , w e l c h e d e r B e r ü h r u n g s p u n c t i n B e z u g a u f d i e S c h n i t t -
c u r v e d e r F l ä c h e n e i n n i m m t . 
I c h e r i n n e r e f e r n e r d a r a n , d a s s P l ü c k e r b e r e i t s 1 8 4 7 ( C r e l l e s 
J o u r n a l B d . 3 4 ) d e n V e r s u c h g e m a c h t h a t , d i e G e o m e t r i e a u f d e n 
F l ä c h e n z w e i t e r O r d n u n g z u s t u d i r e n , i n d e m e r d i e C o o r d i n a t e n 
j e d e s P u n c t e s d e r s e l b e n d u r c h d i e P a r a m e t e r d e r s i c h i n i h m s c h n e i d e n -
d e n E r z e u g e n d e n a u s d r ü c k t e . E r i s t h i e r d u r c h d e r V o r l ä u f e r f ü r d i e 
s c h ö n e n U n t e r s u c h u n g e n v o n C h a s l e s g e w o r d e n , a u s w e l c h e n d i e T h e o r i e 
d e r F l ä c h e n a b b i l d u n g s i c h e n t w i c k e l n s o l l t e . 
E n d l i c h i s t d e r A b h a n d l u n g ü b e r d i e W e l l e n f l ä c h e z u g e d e n k e n 
( C r e l l e s J o u r n a l B d . 1 9 , 1 8 3 9 ) , i n w e l c h e r d i e s e f ü r u n s r e K e n n t n i s s d e r 
F l ä c h e n t h e o r i e s o w i c h t i g g e w o r d e n e F l ä c h e v o l l s t ä n d i g a n a l y t i s c h u n t e r -
s u c h t w u r d e . A l s n e u m a g i n s b e s o n d e r e a u s d i e s e r A r b e i t d i e E i g e n -
s c h a f t d e r W e l l e n f l ä c h e h e r v o r g e h o b e n w e r d e n , n a c h w e l c h e r s i e i h r e 
e i g n e r e c i p r o k e P o l a r e i n B e z u g a u f e i n e g e w i s s e F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s 
i s t . I n d e r L i n i e n g e o m e t r i e , w o d i e W e l l e n f l ä c h e a l s b e s o n d e r e r F a l l 
d e r S i n g u l a r i t ä t e n f l ä c h e d e s C o m p l e x e s z w e i t e r O r d n u n g ( K u m m e r s c h e 
4 
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F l ä c h e ) w i e d e r a u f t r i t t , h a t s i c h g e z e i g t , d a s s i h r d i e s e l b e E i g e n s c h a f t 
n o c h i n B e z u g a u f n e u n a n d r e F l ä c h e n z w e i t e r O r d n u n g z u k o m m t . 
A b e r d i e s e s k o n n t e e r s t a u s d e r U n t e r s u c h u n g d e r l i n e a r e n F u n d a m e n t a l -
c o m p l e x e e i n e s C o m p l e x e s z w e i t e r O r d n u n g e r s c h l o s s e n w e r d e n , d u r c h 
w e l c h e F . K l e i n d e m a l t e n P r o b l e m e , z w e i q u a d r a t i s c h e F o r m e n g l e i c h -
z e i t i g a l s A g g r e g a t e v o n Q u a d r a t e n d a r z u s t e l l e n , e i n e n e u e i n t e r e s s a n t e 
S e i t e a b g e w o n n e n h a t . 
U n t e r d e n g r ö s s e r n W e r k e n P l ü c k e r s i s t es d i e „ G e o m e t r i e d e s 
R a u m e s " ( 1 8 4 6 ) , w e l c h e a m d u r c h g e b i l d e t s t e n e r s c h e i n t . I h r e r E n t s t e h u n g 
u n d T e n d e n z n a c h i s t s i e m e h r e i n e r D a r s t e l l u n g b e k a n n t e r , a l s , w i e es 
s o n s t b e i P l ü c k e r z u s e i n p f l e g t , d e r E n t w i c k l u n g n e u e r R e s u l t a t e g e -
w i d m e t . S o i s t es n a t ü r l i c h . d a s s s i e b e i g r ö s s e r e r F o r m v o l l e n d u n g z u -
g l e i c h w e n i g e r o r i g i n a l e h i e r z u b e l e u c h t e n d e G e s i c h t s p u n c t e d a r b i e t e t . 
A b e r s i e e n t h ä l t e i n e B e m e r k u n g (vg l . N r . 2 5 8 ) , w e l c h e d e r K e i m d e r 
L i n i e n g e o m e t r i e w u r d e , u n d d a m i t d e n A u s g a n g s p u n c t f ü r P l ü c k e r s 
l e t z t e g r o s s e g e o m e t r i s c h e L e i s t u n g b i l d e t e . 
W e n n m a n j e t z t , " w o d i e L i n i e n g e o m e t r i e a l s s o l c h e g e s c h a f f e n i s t , 
d a s A u f t r e t e n d e r i h r z u g e h ö r i g e n M o m e n t e r ü c k w ä r t s v e r f o l g t , so s i n d 
e s d r e i K r e i s e v o n U n t e r s u c h u n g e n , , i n w e l c h e n s i e a u f t r e t e n ; U n t e r s u -
c h u n g e n , w e l c h e s c h e i n b a r g a n z v e r s c h i e d e n e n G e b i e t e n a n g e h ö r e n , w ä h -
r e n d s i e a n d r e r s e i t s s o w e s e n t l i c h i n e i n a n d e r g r e i f e n , d a s s s i e n i c h t 
i m m e r v ö l l i g z u t r e n n e n s i n d . D e r e i n e U n t e r s u c h u n g s k r e i s i s t d e r r e i n 
g e o m e t r i s c h e , d e r z w e i t e e i n m e c h a n i s c h e r , d e r d r i t t e , w e l c h e a n d i e 
B r e c h u n g u n d R e f l e x i o n d e r L i c h t s t r a h l e n a n k n ü p f t , m a g e i n p h y s i k a l i -
s c h e r g e n a n n t w e r d e n . 
D i e g e o m e t r i s c h e n ü n t e r s u c h u n g e n , w e l c h e f ü r d i e G e o m e t r i e d e s 
R a u m e s , s o f e r n d i e g e r a d e L i n i e d a r i n a l s E l e m e n t g e d a c h t w i r d , v o r b e -
r e i t e n d w a r e n , b e g i n n e n m i t M ö b i u s . D i e s e r u n t e r s u c h t e i m z e h n t e n , 
B a n d e v o n G r e l l e ' s J o u r n a l ( 1 8 3 3 ) s o l c h e r e c i p r o k e r ä u m l i c h e V e r w a n d t -
s c h a f t e n , b e i w e l c h e n j e d e r P u n c t m i t d e r i h m z u g e o r d n e t e a E b e n e v e r -
e i n i g t l i e g t ; V e r w a n d t s c h a f t e n , w e l c h e s p ä t e r v. S t a u d t a l s N u l l s y s t e m e 
b e z e i c h n e t h a t . D i e s e n a c h I n h a l t u n d F o r m g l e i c h v o l l e n d e t e A r b e i t 
v o n M ö b i u s e n t h ä l t i m W e s e n t l i c h e n d i e E i g e n s c h a f t e n d e s s p ä t e r a l s 
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C o m p l e x e r s t e r O r d n u n g b e z e i c h n e t e n G e b i l d e s , u n d z w a r s o , d a s s d i e 
g e o m e t r i s c h e N a t u r d e s s e l b e n s i c h s o g l e i c h v o l l u n d r e i n e r k e n n e n l ä s s t , 
z u g l e i c h a b e r so , d a s s d e r A u s g a n g s p u n c t d e r g a n z e n U n t e r s u c h u n g e b e n 
k e i n l i n i e n - g e o m e t r i s c h e r , s o n d e r n d i e B e t r a c h t u n g d e r V e r w a n d t s c h a f t e n 
i s t . D i e s e l b e V e r w a n d t s c h a f t w u r d e v o n M a g n u s i m z w e i t e n B a n d e 
s e i n e r A u f g a b e n ( 1 8 3 7 ) m i t B e z i e h u n g a u f M ö b i u s w e i t e r b e h a n d e l t . 
S o d a n n i s t e i n e m e r k w ü r d i g e A r b e i t z u n e n n e n , w e l c h e C h a s l e s 
1 8 3 9 i n L i o u v i l l e ' s J o u r n a l v e r ö f f e n t l i c h t e . E r c o n s t r u i r t e f a c t i s c h d e n 
C o m p l e x e r s t e n G r a d e s , i n d e m er d i e E r z e u g e n d e n e i n e s H y p e r b o l o i d s 
p a a r w e i s e e i n a n d e r z u o r d n e t e v e r m i t t e l s t d e r s i e t r e f f e n d e n S t r a h l e n e i n e s 
e b e n e n S t r a h l b ü s c h e l s , u n d s o d a n n d i e G e s a m m t h e i t a l l e r G e r a d e n b e -
t r a c h t e t e , d i e z w e i e i n a n d e r s o z u g e o r d n e t e G e r a d e n t r e f f e n . D i e s e E r -
z e u g u n g s w e i s e u m f a s s t a l s s p e c i e l l e n F a l l d i e s p ä t e r v o n S y l v e s t e r 
g e g e b e n e , b e i w e l c h e r z w e i p r o j e c t i v i s c h e e b e n e S t r a h l b ü s c h e l s o g e l e g t 
w e r d e n , d a s s z w e i e n t s p r e c h e n d e S t r a h l e n v e r e i n i g t l i e g e n , u n d s o d a n n 
d i e G e s a m m t h e i t d e r G e r a d e n b e t r a c h t e t w i r d , w e l c h e e n t s p r e c h e n d e 
G e r a d e d e r B ü s c h e l s c h n e i d e n . 
B e z i e h e n s i c h d i e a n g e f ü h r t e n U n t e r s u c h u n g e n a u f d i e T h e o r i e d e s 
l i n e a r e n C o m p l e x e s , so g i e b t e s a n d r e , w e l c h e i n B e z i e h u n g z u d e m b e -
s o n d e r n C o m p l e x e z w e i t e r O r d n u n g s t e h e n , d e s s e n S i n g u l a r i t ä t e n f l ä c h e 
e i n T e t r a e d e r i s t . E i n e c o l l i n e a r e U m f o r m u n g d e s s e l b e n i s t d a s N o r m a -
l e n s y s t e m d e r c o n f o c a l e n F l ä c h e n z w e i t e r O r d n u n g , w e l c h e s B i n e t b e r e i t s 
1 8 1 1 u n t e r s u c h t e (vg l . J o u r n a l d e l ' e c o l e p o l y t e c h n i q u e B d . 1 6 , 1 8 1 3 ) . 
C h a s l e s h a t d i e s e U n t e r s u c h u n g e n i m A p e r c u h i s t o r i q u e a u f g e n o m m e n 
u n d w e i t e r g e f ü h r t . E i n b e s o n d e r e r F a l l d i e s e s C o m p l e x e s i s t f e r n e r e n t -
h a l t e n i n C h a s l e s ' B e t r a c h t u n g e n ü b e r d i e B e w e g u n g s t a r r e r K ö r p e r 
( C o m p t e s R e n d u s 1 8 6 1 ) . D o r t w i r d j e d e m P u n c t e e i n e s b e w e g t e n K ö r -
p e r s d i e G e r a d e z u g e o r d n e t , w e l c h e i h n m i t e i n e r b e l i e b i g g e w ä h l t e n 
s p ä t e m L a g e v e r b i n d e t ; d a s T e t r a e d e r i s t i n d i e d o p p e l t g e z ä h l t e u n e n d -
l i c h f e r n e E b e n e u n d i n z w e i c o n j u g i r t i m a g i n ä r e E b e n e n a u s g e a r t e t , 
w e l c h e d e n a l l e n K u g e l n g e m e i n s a m e n u n e n d l i c h f e r n e n K r e i s b e r ü h r e n . 
D e r a l l g e m e i n e F a l l d i e s e s C o m p l e x e s i s t n e u e r d i n g s v i e l f a c h u n t e r s u c h t 
w o r d e n ; s o n a m e n t l i c h v o n R e y e , d e r i h n d u r c h d i e V e r b i n d u n g s l i n i e n 
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' e n t s p r e c h e n d e r P a r i c t e c o l l i n e a r e r S y s t e m e c o n s t r n i r t ( 1 8 6 7 ) , u n d v o n 
L i e , w e l c h e r a u f i h n d u r c h U n t e r s u c h u n g e n ü b e r d i e g e o m e t r i s c h e I n t e r -
p r e t a t i o n z w e i e r c o m p l e x e r V e r ä n d e r l i c h e n g e f ü h r t w u r d e . D i e f u n d a -
m e n t a l e E i g e n s c h a f t d e s C o m p l e x e s , v e r m ö g e d e r e n s e i n e G e r a d e n v o u 
d e n T e t r a e d e r f l ä c h e n n a c h c o n s t a n t e m D o p p e l v e r h ä l t n i s s e g e s c h n i t t e n 
w e r d e n , w u r d e v o n M ü l l e r ( M a t h . A n n . B d . I , 1 8 6 9 ) g e g e b e n , u n d e8 
e r l e d i g t e s i c h b i e m i t d i e s e l t s a m i r r i g e F r a g e S t e i n e r s n a c h d e r F l ä c h e , 
w e l c h e v o n a l l e n v i e r g e g e b e n e E b e n e n h a r m o n i s c h s c h n e i d e n d e n G e r a d e n 
b e r ü h r t w i r d ( S y s t . E n t w i c k l . p . 2 9 9 ) . 
Z u d e n g e o m e t r i s c h e n U n t e r s u c h u n g e n , i n w e l c h e r d i e G e o m e t r i e 
d e r g e r a d e n L i n i e g l e i c h s a m a n t i c i p i r t e r s c h e i n t , s i n d e n d l i c h , z w e i A r -
b e i t e n v o n C a y l e y z u r e c h n e n , w e l c h e 1 8 5 7 i m Q u a r t e r l y J o u r n a l ( B d . 3 , 
1 8 6 0 ) e r s c h i e n e n , u n d i n w e l c h e n e i n e R a u m c u r v e a l s O r t d e r s i e s c h n e i -
d e n d e n G e r a d e n b e t r a c h t e t w i r d . E s w a r h i e r d u r c h e i n e m e r k w ü r d i g e 
D a r s t e l l u n g d e r R a u m c u r v e n m i t t e l s t e i n e r e i n z i g e n G l e i c h u n g a n g e d e u -
t e t , u n d b e i K a u m c u r v e n d r i t t e r O r d n u n g , a i i s g e f ü h r t . D i e C o m b i n a t i o -
n e n , w e l c h e d a b e i a l s d i e V e r ä n d e r l i c h e n b e t i - a c h t e t w e r d e n , s t i m m e n 
g e n a u m i t d e n v o n P l ü c k e r s p ä t e r a l s C o ö r d i n a t e n d e r g e r a d e n L i n i e 
g e b r a u c h t e n ü b e r e i n . D a s s C a y l e y a u f d e m W e g e w a r , e i n e G e o m e t r i e 
d e r g e r a d e n L i n i e i n P l ü c k e r s S i n n z u s c h a f f e n , s i e h t m a n a u s s e i n e r 
A b h a n d l u n g „ o n t h e s i x C o o r d i n a t e s o f a l i n e " , C a m b r i d g e T r a n s a c t i o n s , 
1 8 6 7 ; a b e r d i e s e A r b e i t e r s c h i e n e r s t , n a c h d e m P l ü c k e r d i e S a c h e 
a u f g e n o m m e n h a t t e , u n d n i m m t a u f P l ü c k e r B e z u g * ) . 
D e r z w e i t e K r e i s l i n i e n - g e o m e t r i s c h e r U n t e r s u c h u n g e n , w e l c h e r d e r 
M e c h a n i k a n g e h ö r t , l ä s s t s i c h a u f P o i n s o t u n d d i e g e o m e t r i s c h e F o r m 
z u r ü c k f ü h r e n , w e l c h e d i e s e r a u s g e z e i c h n e t e G e o m e t e r f ü r d i e U n t e r s u -
c h u n g d e r K r ä f t e e i n g e f ü h r t h a t , d i e a u f e i n e n s t a r r e n K ö r p e r w i r k e n . 
W e n n P o i n s o t d i e G e s a m m t h e i t d e r C o m b i n a t i o n e n v o n K r a f t u n d 
K r ä f t e p a a r s u c h t , w e l c h e e i n g e g e b e n e s K r a f t s y s t e m e r s e t z e n , s o i s t d i e s 
*) In gewissem S inne sind die Coördinaten der geraden L in ie , wie überhaupt 
ein grosser T h e i l der Grundvors te l lungen der neuern A lgebra , bereits in Grassmanns 
»Ausdehnungs lehre« (1844) entha l ten ; die genauere Dar legung dieser Verhäl tn isse würde 
indessen h i e r z u weit führen. Vg l . auch Hanke l , Theor ie der complexen Zahlen , 1867. 
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n i c h t s a n d e r e s , a l s i n P l ü c k e r s B e z e i c h n u n g d a s S y s t e m d e r D u r c h -
m e s s e r e i n e s l i n e a r e n C o m p l e x e s n e b s t d e n i h n e n z u g e o r d n e t e n E b e n e n . 
E b e n s o h ä n g t m i t d e r L i n i e n g e o m e t r i e d e r b e r ü h m t e 1 8 2 9 v o n C h a s l e s 
g e f u n d e n e S a t z z u s a m m e n , n a c h w e l c h e m z w e i K r ä f t e , d i e e i n g e g e b e -
n e s K r ä f t e s y s t e m e r s e t z e n k ö n n e n , a l s S t r e c k e n i m R ä u m e b e t r a c h t e t 
s t e t s e i n T e t r a e d e r v o n c o n s t a n t e m V o l u m e n b e s t i m m e n . A n d i e s e B e -
t r a c h t u n g e n k n ü p f t e M ö b i u s i n d e r o b e n e r w ä h n t e n A b h a n d l u n g v o n 
1 8 3 3 u n d i n s e i n e r S t a t i k ( 1 8 3 7 ) U n t e r s u c h u n g e n a n , w e l c h e u n m i t t e l b a r 
l i n i e n - - g e o m e t r i s c h e E l e m e n t e e n t h i e l t e n , j a e r e r h i e l t d u r c h d i e s e s t a t i -
s c h e n B e t r a c h t u n g e n d i e A n r e g u n g f ü r d i e U n t e r s u c h u n g d e r o b e n e r -
w ä h n t e n V e r w a n d t s c h a f t , S o d a n n a b e r e r g a b e n s i c h S ä t z e , w e l c h e e b e n 
e r s t m i t H ü l f e d e r L i n i e n g e o m e t r i e e i n f a c h a u s g e d r ü c k t w e r d e n k ö n n e n ; 
s o w e r d e n , u m n u r E i n e s a n z u f ü h r e n , d i e S y s t e m e v o n z w e i K r ä f t e n , 
w e l c h e e i n g e g e b e n e s K r ä f t e s y s t e m z u e r s e t z e n i m S t a n d e s i n d , i h r e r 
L a g e u n d R i c h t u n g n a c h n i c h t s a n d e r e s , a l s d i e P a a r e v o n G e r a d e n , 
w e l c h e i n B e z u g a u f e i n e n g e g e b e n e n C o m p l e x e r s t e n G r a d e s c o n j u g i r t 
s i n d ; S ä t z e , d e n e n v e r w a n d t e ü b e r u n e n d l i c h k l e i n e R o t a t i o n e n e n t s p r e c h e n . 
A e h n l i c h e U n t e r s u c h u n g e n v e r ö f f e n t l i c h t e C h a s l e s 1 8 4 3 i n d e n C o m p t e s 
R e n d u s . E s s i n d e n d l i c h i n d i e s e r R i c h t u n g d i e B e m e r k u n g e n v o n 
S y l v e s t e r . C h a s l e s u n d C a y l e y z u e r w ä h n e n , w e l c h e s i c h i n d e n 
C o m p t e s R e n d u s v o n 1 8 6 1 f i n d e n . 
D e r d r i t t e K r e i s v o r b e r e i t e n d e r U n t e r s u c h u n g e n w i r d d u r c h d i e 
T h e o r i e d e r S t r a h 1 e n s y s t e m e g e b i l d e t . S c h o n M o n g e h a t t e N o r m a l e n -
s y s t e t n e v o n F l ä c h e n u n d d i e B r e n n f l ä c h e n d e r s e l b e n b e t r a c h t e t . S o d a n a 
h a t t e M a l u s d i e G e s a m m t h e i t d e r S t r a h l e n u n t e r s u c h t , w e l c h e v o n e i n e m 
P u n c t e a u s g e h e n , u n d g e f u n d e n , d a s s d i e s e l b e n , b e l i e b i g a n d e r G r e n z e 
v o n i s o t r o p e n M i t t e l n r e f l e c t i r t o d e r g e b r o c h e n , s t e t s d a s N o r m a l e n s y s t e m 
e i n e r F l ä c h e b i l d e n . S t u r m h a t t e e i n u n e n d l i c h d ü n n e s S t r a h l e n b ü n d e l 
u n t e r s u c h t , u n d d i e B r e n n l i n i e n d e s s e l b e n e n t d e c k t , d . h . j e n e b e i d e n 
S t e l l e n , i n w e l c h e n d e r Q u e r s c h n i t t e i n e s s o l c h e n B ü n d e l s s i c h a n n ä h e r n d 
i n z w e i L i n i e n z u s a m m e n z i e h t . D i e U n t e r s u c h u n g e n d i e s e r S t r a h l e n s y s t e m e 
w a r e n v o n H a m i l t o n i n a l l g e m e i n e r W e i s e a u f g e n o m m e n ( T r a n s a c t i o n s o f 
t h e R o y a l I r i s h A c a d . B d . 1 6 j , u n d d e s s e n U n t e r s u c h u n g e n v o n K u m m e r 
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( 1 8 5 9 , B o r c h a r d t s J o u r n a l B d . 5 7 ) i n e i n e r W e i s e r e p r o d u c i r t , w e l c h e 
d e n r e i n g e o m e t r i s c h e n I n h a l t d e s G e g e n s t a n d e s d e u t l i c h h e r v o r t r e t e n 
l i e s s . A l s b e d e u t e n d s t e E r s c h e i n u n g n a c h d i e s e r R i c h t u n g m a g n o c h 
h i e r s o g l e i c h d i e g r o s s e A r b e i t v o n K u m m e r ü b e r S t r a h l e n s y s t e m e 
z w e i t e r O r d n u n g u n d C l a s s e e r w ä h n t w e r d e n , w e l c h e i n d e n A b h a n d -
l u n g e n d e r B e r l i n e r A k a d e m i e v o n 1 8 6 6 e r s c h i e n e n i s t . D e r Z e i t n a c h 
f ä l l t s i e b e r e i t s j e n s e i t s d e r e r s t e n A r b e i t e n P l ü c k e r s . N o c h n ä h e r 
J t o m m e n d e r C o m p l e x t h e o r i e d i e U n t e r s u c h u n g e n v o n A b e l T r a n s o n 
( 1 8 6 1 , C o m p t e s R e n d u s B d . 5 2 , u n d J o u r n a l d e l ' e c o l e p o l y t e c h n i q u e , 
C a h . 3 8 ) . D e r s e l b e b e t r a c h t e t G e r a d e , v o n d e n e n d u r c h j e d e n P u n c t d e s 
R a u m e s e i n e i h m z u g e o r d n e t e g e h t , w o m i t , n a c h e i n e m n e u e r n A u s d r u c k , 
e i n C o m p l e x a u f d e m P u n c t r a u m a b g e b i l d e t e r s c h e i n t , u n d f r a g t d a n n 
n a c h d e n N o r m a l e n s y s t e m e n , w e l c h e i n s o l c h e n C o m b i n a t i o n e n e n t h a l t e n 
s e i n k ö n n e n . 
D e r G e d a n k e d e r L i n i e n g e o m e t r i e w a r v o n F l u c k e r , w i e e r w ä h n t , 
i n s e i n e r G e o m e t r i e d e s R a u m e s b e i l ä u f i g a u s g e s p r o c h e n w o r d e n . D u r c h 
d e n V e r k e h r m i t s e i n e n F r e u n d e n i n E n g l a n d a n g e r e g t n a h m e r 1 8 6 4 
d e n G e g e n s t a n d w i e d e r a u f , u n d e n t w i c k e l t e n u n s o f o r t d i e G r u n d l a g e 
v o n d e m , w a s e r a l s „ N e u e G e o m e t r i e d e s R a u m e s " b e z e i c h n e t e . 
U n b e k a n n t m i t d e n M e t h o d e n d e r n e u e r n A l g e b r a , w i e m i t d e m g r ö s s t e n 
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D e n n d e r C o m p l e x b i l d e t i m G e g e n s a t z z u m S t r a h l e n s y s t e m e ( b e i P l ü -
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g e g e b e n e G e b i l d e , w ä h r e n d d a s S t r a h l e n s y s t e m d e r e n z w e i v e r l a n g t . 
D e r C o m p l e x s t e h t a l s o l i n i e n - g e o m e t r i s c h d e m S t r a h l e n S y s t e m e e b e n s o 
g e g e n ü b e r , w i e d i e O b e r f l ä c h e d e r R a u m c u r v e i n d e r G e o m e t r i e d e s 
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P u n c t e s . Z u e r s t e m t r i t t i n d e r L i n i e n g e o m e t r i e a l s d r i t t e A b s t u f u n g -
d i e g e r a d l i n i g e F l ä c h e , d e r e n e i g e n t ü m l i c h e S t e l l u n g i n d e r R a u m g e o -
m e t r i e e r s t d u r c h d i e p r i n c i p i e l l e E i n f ü h r u n g d e r G e r a d e n a l s R a u m e l e -
m e n t s d a s r e c h t e L i c h t e r h ä l t . 
M a n e r k e n n t a u s d i e s e r A b s t u f u n g , w i e d i e L i n i e n g e o m e t r i e g e w i s -
s e r m a s s e n d i e G e o m e t r i e e i n e s R a u m e s v o n v i e r D i m e n s i o n e n i s t . U n d 
s o w o l l t e s i e P l ü c k e r i n d e r T h a t a u f g e f a s s t h a b e n . G e g e n ü b e r d e r 
d i r e c t e n E i n f ü h r u n g e i n e s R a u m e s v o n m e h r a l s d r e i D i m e n s i o n e n p f l e g t e 
e r z u e r ö r t e r n , w i e s c h o n d i e e i n f a c h s t e r ä u m l i c h e C o n c e p t i o n , e t w a d i e 
E b e n e , h i n r e i c h e , u m i n i h r d i e T h e o r i e e i n e r M a n n i g f a l t i g k e i t v o n b e l i e b i g -
v i e l e n D i m e n s i o n e n z u s t u d i r e n . D e n n m a n b r a u c h e n u r e i n G r u n d g e b i l d e 
e i n z u f ü h r e n , w e l c h e s v o n e i n e r h i n l ä n g l i c h g r o s s e n A n z a h l v o n P a r a m e -
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e i n e s P u n c t e s i n e i n e m h ö h e r n R ä u m e b e h a n d e l n , o h n e a u f e i n e n s o l c h e n 
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i ü h r e n , a l s e r s e l b s t e s b e a b s i c h t i g t e . I n a l t e r W e i s e u n e r m ü d l i c h 
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3 3 
Note 1, betreffend die physikalischen Arbeiten PMcker's. 
(Nach Mitthei lungen von H r n . Pro f . H i t t o r f ) . 
D i e erste physikal ische Entdeckung P l ü c k e r s der Zei t und vielleicht der Bedeutung 
nach war das Verhal ten d e r K r y s t a l l e im magnetischen Fe lde (1847); I h r folgten noch 
i m näml ichen J a h r e Beobachtungen über die Aenderung der Oberf läche, welche t r o p f b a r e 
F lüss igkei ten in der Nähe der Po le erfahren, sowie über die E inwirkung, welche der 
Magnet auf Gase ausübt. Der letztgenannte Gegenstand wurde gleichzeitig auch 
von F a r a d a y bearbeitet , nachdem in Ital ien B a n c a l a r i die Abstossung der F l a m m e 
durch den Magneten zuerst wahrgenommen hatte. P l ü c k e r vermehrte die Beweise 
für die Polar i tät des diamagnetischen Zustande» und suchte durch die Wage die 
Intensitäten der d ia - und paramagnet ischen Krä f te in ihrer Abhängigke i t von der 
Na tur der Substanz wie von der Tempera tu r zu erforschen. D e r grosse Electromagnet 
des phys ika l i schen Cabinets, der im W i n t e r 46 /47 auf der Sayner* Hütte geschmiedet 
worden w a r , b l i e b , nachdem er gleich bei der ersten Benutzung- solche Resul tate 
geliefert h a t t e , stets das L ieb l ings ins trument für seine physikalischen Forschungen* 
E r unterwarf ihm zehn J a h r e später die leuchtenden Ent ladungen , welche durch 
Induct ionss t röme in den mi t verdünnten Gasen gefüllten Geissler'schen Röhren ent -
stehen , u n d erzeugte die prächtigen F lächen und C u r v e n , in welche das L icht am 
negativen P o l e unter E inw i rkung der magnetischen Krä f te übergeht. E r lehrte 
zuerst das schwache electrische L i ch t der verdünnten Gase durch Verengung eines 
The i les der Röhre auf Capi l lardimensionen so zu verstärken, dass deutliche, best imm-
bare Spectra gewonnen werden konnten . V o r Bunsen und Kirchhof f sprach er aus, 
dass die L in i en der Spectrum's für j ede chemische Substanz characteristisch sind 
•und zur E r k e n n u n g derselben in der A n a l y s e verwerthet werden können. E r sah 
zuerst und benannte die 3 Linien des Wassers to f f spectrums, welche wenige Monate 
nach seinem T o d e iö dem L ichte der Protuberanzen der Sonne erkannt« wurden und 
sogleich das Räthse l , welche diese Erscheinung den As t ronomen gewesen war, lösten« 
D a d u r c h dass P I ü c k e r früher dem Exper imente nicht obgelegen hatte, war i hm 
d ie Mögl ichkei t versagt gewesen, sich die Fert igkeit und S icherhe i t , welche die 
TJebung dem K ö r p e r allein in der Jugend ver le ih t , zu erwerben. E r wusste dieses 
Hindern iss für seine experimentel le Thät igke i t dadurch wegzuräumen , rlass er die^ 
jen igen in seiner U m g e b u n g , an welchen er j ene Eigenschaften e rkann te , für seine 
Ideen interessirte und i n den Dienst der Wissenschaft zog. Lange Zei t war sein 
f rüherer Schüler , der bereits verstorbene Mechaniker F e s s e l , ihm in der Herstel-
lung der n o t w e n d i g e n Vorr ichtungen behülf l ich. P l ü c k e r machte die A p p a r a t e , 
welche F e s s e l auf seine Veranlassung: an fer t ig te , w ie die: We l l enmasch ine , den 
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electromagnotischen Mofor, die Rotat ionsmaschine, als F e s s e l ' s c h e bekannt ( in den 
Anna len von Poggendorf) . D i e ausserordentl iche Kunstfert igkeit , welche Dr . H . G e i s s -
l e r in Bonn in der Bearbeitung des Glases besitzt , veranlasste P l ü c k e r mit ibm in 
sinnreich cons t ru i ren Thermometer -ähnl ichen Gefässen Ausdebnungsverhältt i isse fest-
zustel len, und sich mit den Spannkräften der D ä m p f e , welche Flüssigkeitsgemische 
entwickeln, zu beschäftigen. Bereits oben wurde der G e i s s l e r ' s c h e n Röhren gedacht, 
welche durch P Iii« k o r ' s Arbeiten zuerst eingeführt und jetzt weltbekannt geworden 
"sind. Als er in dem Studium der elektrischen Gasspectra erkannt hat te , dass aus -
gedehnlere chemische E r f a h r u n g e n , als ihm zu Thei l geworden w a r e n , wünschens-
wert]: seien, verband er sich zur weiteren Untersuchung derselben mi t Pro f . H i t t o r f . 
Indem sie die Intens i tät des electrischen Stromes variirten und die Tempera tur des 
Gases dadurch aal' sehr verschiedene Höhen brachten, entdeckten dieselben für m e h -
rere elementare Sioffe zwei characteri^tische S p e c t r a , und beobachteten zuerst d ie 
Erwei terung der Linien als al lgemeine W i r k u n g der hinreichend gesteigerten W ä r m e , 
ein Verha l t en , welches in der neuesten Zeit für das Studium der Zustände in der 
Sonnenatmosphäre durch d ie Arbei ten des englischen As t ronomen L o c k y e r werthvol l 
geworden i>t. 
P l ü c k e r wusste ba ld eine neue Erscheinung von verschiedenen Seiten zu erfas-
sen und Versuche zu ersinnen, in denen dieselben hervortreten mussten. Das Pr inc ip 
der Vera l lgemeinerung , an welches er in seinen geometrischen Arbeiten so gewöhnt 
war , leistete hierbei vortreff l iche Dienste und erleichterte i hm die Orientirung. Hat te 
er den thatsächlicl ien Inhalt einer Entdeckung so vo l l s tänd ig , als er zunächst ver -
mochte, e r forscht , so übergab er sie der Oef fent l ichkei t , wenn er über die Theor ie 
derselben auch nicht zum Abschluss gekommen war. Offen widerrief er die zuerst 
gegebene Au f fassung , sobald er sie als irrig e r k a n n t e , und ersetzte sie durch die -
jenige, welche ihm die richtigere schien. So schloss er die Theor ie über das magne-
tische Verha l ten der Krysta l le erst endgültig in dem Aufsatze ab, welcher 1858 in 
den Phi los . Transact ions unter dein T i t e l : „ O n the magnetic induetion of C r y s t a l s " 
erschien. 
Bei seinen geometrischen Arbeiten war er so ganz auf sich angewiesen gewesen, 
so ungehindert seinem Lleengange ge fo lg t , dass er sich des Stud iums der L i te ra tur 
fast entwöhnt hatte. Bei der Selbstständigkeit seines Denkens war i hm später ein 
E indr ingen in die Auf fassung Anderer schwer, und oft hat er geäussert, wie u n a n -
gpnehm ihm diese Thät igke i t sei und wie wenig er sich dazu eigne. I n dieser E i g e n -
thüml icbkei t l iegt eine Ursache, wessbalb er sich in seinen physikalischen Forschungen 
— wenn man die zuletzt erwähnte Untersuchung über das magnetische Verha l ten der 
K r y s t a l l e , an welcher sein früherer Schü le r , der leider so früh verstorbene Prof . 
B e e r sich vielfach bethei l igt hatte, a u s n i m m t — auft ie fergehen.de raolecular-theore-
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t ische Forschungen nicht eingelassen hat. E r konnte sich nich zu dem Studium der 
Resu l ta te , welche hier bereits vor lagen , entschliessen , und kehrte zu der Ze i t , wo 
«in solches Eingehen erwartet werden k o n n t e , l ieher zu seine» geometrischen F o r -
schungen zurück. 
Note 2. Verzeichniss der Arbeiten Plücker's *). 
A . M a t h e m a t i k . 
I . Selbststänähj erschienene Schriften. 
1. Generalem analyseos npplicationem ad ea, qime ^ (Jinclii;tc alt ioris et raecha-
nicae basis et fundamenta s u n t , e serie T. iylon'a dedueit Ju l ius Plücker. 
Bonnae 1824. (Habi l i tat ionsschri f t ) . 
2. Analyt isch-geometr ische Entwiekelungen (Essen, l . B a n d 182S. 2. Band 1831). 
3. System der analytischen Geometr ie (Berlin 1835). 
4. Theor ie der algebraischen Curven (Bonn 1830). 
5. System der Geometr ie des Raumes in neuer analytischer Behandlungsweise 
(Düsseldorf 184«. Zweite Auf l . 1852). 
6 . Neue Geometr ie des R a u m e s , gegründet auf die Betrachtung der geraden 
L in ie als Raumelement . Mit einem Vorworte von A . Clebsrh. ( In zwei A b -
thei lungen : Ers te Abthe i lung, Le ipz ig 18G8. Zweite Abthe i lung, herausgege-
ben von F. Kle in . Le ipz ig 18U9). 
I I . Aufsätze in Gcrgomw's Amtalen. 
1. Theoremes et problemes sur le contact des sectionsconiqiies. T . X V I I ( I S ' i C — 2 7 ) . 
2. Recherche d'une construetion grnphique du cercle osculateur pour les lignes 
du second ordre. T . X V I I ( 1 S 2 G - 2 7 ) . 
3. Memoi re sur les contacts et intersections des ccrcles. T . X V I I I ( 1827—2S) . 
4. Rechercbes sur les courbes algebriques do tous les degres. T . X I X - ( 1 8 2 8 — ^Ü). 
5. Rechercbes sur les surfaces algebriques de tous les degres. l . X i X ( 1 8 2 8 - S i l ) . 
I I I . Aufsätze in Crelk's Journal. 
1. Ueber die K r ü m m u n g einer beliebigen F läche in einem beliebigen Punete. 
B d . I I I (1828). 
*) Dieses Verzeiehniss, sowie eine grosse Zahl der in dem Aufsätze selbst verwerteten Mit-
teilungen verdanke ieh Hm Dr. Klein. Die hier gegebenen Jahreszahlen sind die der betreffenden 
Bände , während im Texte die Daten der Unterschrift des Verfassers, oder, wo diese fehlte, dem 
Erscheinen des betreffenden Heftes entnommen sind. 
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2. Ueber die al lgemeinen Gesetze, nach welchen irgend zwei F lächen einen C o n -
tact der verschiedenen Ordnungen haben . B d . I V (1829). 
3. Ueber ein neues Coordinatensystem. B d . V (1830) . 
4. Ueber ein neues Pr inc ip der G e o m e t r i e und den Gebrauch al lgemeiner S y m -
bole und unbest immter Coiff icienten. B d . V (1830) . 
5. Ueber eine neue A r t , in der analyt ischen Geometr ie Puncto und Curven durch 
Gleichungen darzustel len. B d . V I (1830) . 
6. Geometrische Lehrsätze . B d . V I (1830) . 
7. Note sur une theor ie generale et nouvel le des surfaces courbes. B d . I X (1832) . 
8. Geometr ische A u f g a b e n und Lehrsätze . Bd . I X (1832 ) . 
9. Ueber solche Puncte , die bei Curven einer höheren Ordnung, als der zweiten, 
den Brennpuncten der Kegelschni t te entsprechen. B d . X (1833) . 
10. Nachr ichten von Büchern. Bd . X (1833) . (Anze ige des „Sys tems der analy-
t ischen G e o m e t r i e " ) . 
11. Analyt i sch-geometr ische A p h o r i s m e n , 1, 2. B d . X (1833) . 
12. Analyt isch-geometr ische A p h o r i s m e n , 3, 4, 5, 6. Bd . X I (1834) . 
13. Solut ion d'une quest ion fondamenta le concernant l a theorie generale des c o u r -
bes. B d . X I I (1834) . 
14. Theoremes generaux concernant les equat ions d'un degre quelconque entre 
un nombre que lconque d ' inconnues. B d . X V I ( 1 8 3 7 ) . 
15. D i scuss ion de l a fo rme generale des ondes lumineuses. B d . X I X (1839) . 
16. Aphor i smen aus der Geometr ie des R a u m e s . 1, 2. B d . X X I V (1842) . 
Ü7. "Ueber C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g u n d analyt ische Beweis führung. B d . X X X I V (1847) . 
18. Note sur le tbeoreme de Pasca l . B d . X X X I V (1847) . 
19. D i e analyt ische G e o m e t r i e der Curven auf den F lächen zweiter Ordnung u n , j 
Classe. B d . X X X I V (1847) . 
20. Ueber eine neue mechanische Erzeugung der F lächen zweiter Ordnung u n d 
Classe. Bd . X X X I V (1847). 
21. Ueber d a s ' O h m ' s c h e phys ika l i sche Gesetz . B d . X X X V (1847) . 
•22. S u r l a Reflexion de l a luiniere dans le cas des surfaces du second degre, ana lo -
• guea -ce l lequ i a u r f o y e r s des sections coniques a donne le n o m . B d . X X X V (1847) . 
I I I . Aufsätze in Liouvitte's Journal 
1. E n u m e r a t i o n des courbes d u quat r ieme ordre d'apres la .nature differente de 
leurs branch.es infinies. T . I (1836) . 
2. fSur les points singuliers des courbes. T . I I (1837) . 
'3. Sur une geometrie nouvel le de l 'espace. 2e Ser i e , T . X I (1866) . [ A u s d e s 
Ph i l ö s . ' Transäct ions übersetzt] . 
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I V . In den Proceedings of the Boyal Society. 
1. O n a New Geometry of Space (1865). 
V . In den Philosophiert Transactions. 
1. O n a New Geometry of Space (18U5 p . I ) . 
2. Fundamenta l views regarding Mechanics (1866 p. I). 
V I . In Les Mondes, par Vabbe Moigno. 
1. Geometr ie nouvelle de l 'espace. T . X I I I (1867). 
VI I . In den Annali di Matematica. 
1. Theor ie generale des surfaces reglees, leur Classification et leur construetion. 
T . I , Serie 2 (1867). 
B . P h y s i k . 
I . In Poggendorffs Annalen. 
1. Ueber die Abstossung der optischen A x e der Krys ta l le durch die Po le d e r 
Magnete. B d . 72 (1847) . 
2. Ueber das Verhältniss zwischen Magnetismus und Diamagnet ismus. Bd . 72 (1847) -
3. Exper imentaluntersuchungen über die Wi rkung der Magnete auf gasförmige 
•und tropfbare Flüssigkeiten. B d . 73 (1848) . 
4. Ueber ein einfaches Mittel .den Diamagnet ismus schwingender K ö r p e r au v e r -
stärken. B d . 73 (1848) . 
5. Ueber Intensi tätsbest immung der magnetischen und diamagnetischen Krä f t e . 
B d . 74 (1848). 
6. Ueber das Verha l ten des abgekühlten Glases zwischen den Magnetpolen. 
Bd. 75 (1848). 
7. Ueber das iGesetz , nach welchem der Magnet ismus und der D iamagnet i smua 
von der Temperatur abhängt. Bd. 75 (1848). 
8. U e b e r die verschiedene Zunahme der magnetischen Anz iehung uhd d iamagne-
tischen Abstossung bei zunehmender Kra f t des Electromagnets . B d . 75 (1848) . 
9. Ueber die neue W i r k u n g des Magnets au f einige Krys ta l l e , die eine vorherr -
schende Spaltungsfläche besitzen. Einf luss des Magnetismus auf d ie K r y s t a l l -
b i ldung. B d . 76 (1849). 
10. Ueber die diamagnetischen Beziehungen der posit iven und negativen optischen 
A x e n der Krysta l le . B d . 77 (1849). [Uebersetzt aus dem Phi los . Magazine] . 
•11. U e b e r den Einf luss der Umgebung eines Körper s auf d ie Anz iehung oder A b -
stossung, die er durch .einen Magneten erfährt. B d . 77 ( 1 8 4 9 ) . 
. 42 . .Ueber die Eessel 'sche W e l l e n m a s c h i n e , d e n neueren JBoutigny'schen ^ersuch 
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und das Ergebniss fortgesetzter Beobachtungen in Betreff des Verhal tens k r y -
stal l is ir ter Substanzen gegen den Magnet ismus. B d . 78 (1849) . [Aus e inem 
Briefe an Poggendorff ] . 
13. Ueber die magnet iseben Axen der Krys ta l l e und ihre Beziehung zu der K r y -
staUform und zu den opt ischen Axen . [Mit Beer] . Bd . 81 (1850) . 
14. Ueber d ie d iamagnet ischen A x e n der Krys ta l l e und ihre Beziehung zur K r y -
stal l form und den opt ischen A x e n . [Mit Beer] . Bd . 82 (1851) . 
15. Ueber das magne t i sche 'Verha l ten der Gase. I . Bd . 83 (1851). 
16. Numerische Verg le i chung des Magnet i smus des Sauerstoffgases und des 
Magnet i smus des Eisens . B d . 83 (1851) . 
17. Ueber die magnet ische Po la r i t ä t und Coerc i t ivkraf t der Gase . B d . 83 (1851) . 
18. Ueber Fessel 's e lectromagnet^chen Motor . Bd . 83 (1851). 
19. Ueber das magnet ische Verha l ten der Gase. K . Bd . 84 (1851) . 
20 . Ueber die T h e o r i e des D i a m a g n e t i s m u s , die E r k l ä r u n g des Ueberganges m a -
gnetischen Verha l tens in d iamagnet isches , und mathemat ische Begründung der 
bei Krys ta l l en beobachteten Erscheinungen. B d . 8ü (1852) . 
21. Studien ü b e r T h e r m o i n e t i i e u. verwandte Gegenstände [mit Geissler]. Bd . 86 (1852). 
22. Ueber die Bec iproc i tä t der electroniagnetischen und magnetelectr ischen E r -
scheinungen. B d . 87 (1852 ) . 
23. Ueber die Fessel 'sche Bo ta t i onsmascb ine (mit Nachtrag) . Bd . 90 (1853) . 
24. Ueber das Gesetz der Induc t iou hei p. iramagnetischen und diamagnet ischen 
Substanzen. B d . 91 (1854) . 
• 2 5 . ' Untersuchungen über D ä m p f e und Dampfgeinenge. B d . 92 (1854) . 
26. Be i t räge zur näheren K e n n t n i s s der sogenannten Coeic i t ivkraf t . B d . 94 (1855 ) . 
27. Ueber die E i n w i r k u n g des Magnets auf die electrisuhen Ent ladungen ia ver -
dünnten Gasen. I , I I . B d . 103 (1858). 
28. Fortgesetz te Beobach tungen über die eJectrische E n t l a d u n g durch gasverdünnte 
B ä u m e . B d . 104 (1858 ) . 
29 . Ueber einen neuen Ges ich t spunkt , die E i n w i r k u n g des Magnets au f den e lek-
tr ischen S t rom betreffend. B d . 104 (1858) . 
30. Fortgesetzte Beobachtungen über d ie elektrische Ent ladung . Bd . 105 (1858) . 
31. Fortgesetzte Beobachtungen über d ie elektrische E n t l a d u n g durch gasver -
dünnte R ä u m e . B d . 107 (1859) . 
-32. Ueber die Const i tu t ion der electrischen Spectra der verschiedenen Gase und 
D ä m p f e ( m i t Nachtrag) . B d . 107 (1859) . 
3 3 / D a s magnet ische Verha l ten der verschiedenen G l i m m e r und seine Bez iehung 
zum optischen Verha l ten derselben. B d . 120 (ISCOj. 
34. Ueber die E i n w i r k u n g des Magnets au f die electrische Ent l adung . Bd . 113 (1861). 
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35. Ueber recurrente Ströme und ihre A n w e n d u n g 2ur Dars te l lung von G a s -
spectren. B d . 110 (1802). 
I I . In den Gomptes JRcnehts de l'Acadcmie des Sciences. 
1. R a p p o r t eutre les proprie les optiques et les proprietes magnet iques de cer -
tains cr istaux. T . X X I V (1847) . 
2. A c t i o n calorif ique d'un courant ch-rtrique. T , X X V I (1848). 
3. N o t e sur un grand n o m i n e de f.iits nouveaux de m a g n e u s m e et de d i a m a -
gnetisme. T . X X V I J I , X X I X (184!)). 
4. Sur le nmgnetisme des gaz. T . X X X H I (1851). [Brief an Arago] . 
5. Ana lyse de divers Meraoires sur relectricite. T . X X X V I (1853). [Brief an A r a g o ] . 
I I I . Im Philosophieal Magazine. 
1. On diamagnet ism | Brief an Farad;.}']. Ser. 3, V . 33 (1848) . 
2. On Üie mapnet ic rclnl ions of tlie posit ive and negative opt ic axes of crystal ls 
[Brief an Faraday ] . V . 34 (1849). 
3. On M. Bout igny ' s recent exper iment [ans Poggendorffs Ann]. V . 36 (1850) . 
4. On tlie magnet ic axes of crystal ls | mit Beer. A u s Pogg . Ann. ] . Ser. 4, V. 1 (1851) . 
5. On the magnetisnoe of gases [Br ief an Arago] . V . II (1851) . 
6. On the electromngnel ic motor of Fessel. V. I I I (1852) . 
7. On the nature of the so called coereive force [aus Pogg. Ann. ] . V . I X (1854) . 
8. On the magnet ic induet ion of crystals. V. X I V (1857). 
9. O n the action of the mapnet npon electrical discharge in rarefied gases. [ A u s 
Poggendorf f J . V . X V I (1858) . 
10. Observat ions on the electrical d ischarge through raref ied gases. [Aus Poggen -
dorff] . V . X V I (1858) . 
11. Observat ions on the electric discharge. I , I I . [Aus Poggend. ] V . X V I I I (1859) . 
12. O n the spectra of igtiited gases aud vapours witli especial regard to the d i f -
ferent spectni of tlie sanie e lementary gaseous substance, [m i t H i t to r f ] . 
V . X X V I I I (1864) . 
I V . Li den Philosophical Transactions. 
1. O n the magnet ic induci ion of Crystals . 1858. p . I . 
2. On the Spectra of Ignited Gases and V a p o u r s , with especial regard to t h e 
different Spectra of the sanie e lementary gaseous substance [mit H i t t o r f J . 
1865. p . I , I I . 
V . Einzelne Veröffentlichungen. 
1. E n u m e r a t i o novorum pl inenomenoruin in doctr ina de magnet i smo inven to rum. 
( B o n n a e 1849. Univers i tätsschr i f t ) . 
2. D e crysta l lorum e t g a z o r u m condi t ione magnet ica (Bonnae 1850, Univers i tätsschr . ) . 
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3 . Sur la refraction con ique (Moigno's Repertoire d 'Optique moderne) . 
4 . S u r les spectres des ordres dif ferents (Moigno's les Mondes. T . I V (1864) ) . 
5 . Ueber farbige Ringe in Ka lkspa then etc. Ber icht über einen Vortrag (gehalten 
i m Niederrheinischen Vere in für N a t u r - und He i lkunde zu Bonn 1865). 
